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Resumé
Denne rapport omhandler simuleringen af det to-komponente flow i en lavalampe.
Vi bruger Levelset-metoden til at håndtere den frie rand og til at bestemme overfla-
despændingen i Navier-Stokes ligninger. Vi beskriver hvordan levelset-funktionen
kan implementeres i Femlab, hvor simuleringerne foregår ved finite elements.
Vi konkluderer, at levelset-funktionen egner sig til at fremskrive den dynami-
ske rands position og krumning. I den brugte implementation fordeler Levelset-
funktionen overfladespændingskræfterne i et bælte omkring grænsefladen. Da funk-
tionens dynamik ikke sikrer bæltet konstant bredde, vil overfladespændingen virke
på en ufysisk måde de steder, hvor levelset-funktionen bliver kraftigt deformeret.
Abstract
In the report at hand the two-component flow of a lava-lamp is simulated. The level
set approach is being used to handle the free surface and to compute the surface
tension to be used in Navier-Stokes equation. The implementation of the level set
function in the modules of Femlab, a finite elements based program, is described.
We conclude that the level set approach is well fit to iterate the position of
the dynamic surface and to compute its curvature. In the present implementation
the level set function distributes the surface forces over a broad band on both si-
des of the free surface. However, the dynamics of the level set function does not
secure constant width of the band, which give rise to nonphysical surface forces in
i regions where the level set function is being seriously deformed.
Forord
Når man kigger på referencelisten til dette projekt, vil man nok lægge mærke til, at
den er overraskende kort. Dette er der nok nogen, der vil undre sig lidt over, da det
er almindelig god praksis, at have referencer på de udsagn, man kommer med.
Man kan begynde at overveje, om dette skyldes, at vi ikke har nogen referencer,
om alle referencer kommer fra samme bog, eller om det, vi skriver om i denne
rapport, bare er noget, som vi har taget ud af den blå luft.
Sandheden er sådan set, at det er lidt af alle tre. Meget af teorien, har vi taget
fra en eller to bøger (der er jo ikke megen pointe i at bruge flere, når teorien er den
samme). Nogle af de ting, som vi har arbejdet med (f.eks. levelset metoden), har
vi ikke haft så mange referencer på, hvorved vi selv har været nødsaget til på det
nærmeste at genopdage metoden.
Sidst men bestemt ikke mindst, så handler det hele om, at den måde vi alle tre
kan lide at lave projekt på, er ved at filosofere over problemstillinger snarere end at
slå svaret op i en bog. Derfor har vi haft adskillige diskussioner om diverse udsagn,
metoder og ligninger - hvordan de skal fortolkes, kan de være rimelige, hvordan
anvender vi dem i praksis, hvad nu hvis man i stedet gjorde. . .
Alle disse diskussioner, som man desværre ikke rigtigt kan få med på skrift,
har resulteret i følgende rapport, som vi er meget glade for og stolte af.
Vi vil naturligvis gerne takke Carsten Lunde Petersen, vores vejleder, som har
deltaget i mange af disse diskussioner og har været lige så meget på bar bund som
os, når det galt at kende svaret til vores problemer.
Desuden vil vi også gerne takke Comsol A/S, uden hvem vi ikke havde haft en
chance for at forstå FemLab.
Klaus Hammerum Gregersen, Jesper Heebøll-Christensen, Jon Papini
IMFUFA, RUC, juni 2005
Vi har vedlagt en CD med Femlab simulationsfiler og animationer af udvalgte
simulationer. Der er også vedlagt html-dokumentationsfiler til simulationerne, hvor
man finder alle detaljer om den udførte simulation.
Derudover ligger der videoer af rigtige lavalamper, så man kan få en fornem-
melse af, hvad det er, vi prøver at simulere. Vi anbefaler, at man skruer helt ned for
lyden, når man kigger på dem.
For at få den helt rigtige lavalampeoplevelse kan vi anbefale at lytte til noget
lavalampemusik.
Hvis videoerne ikke kan afspilles, er der også vedlagt DivX-codec til windows
mediaplayer, samt quicktime.
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Kapitel 1
Indledning
Dette projekt handler om lavalamper.
Lavalampen er et fænomen, som vandt frem i 1960’erne og 1970’erne som
en del af denne tidsperiode forkærlighed for psykedeliske farver og oplevelser, og
som sådan associeres lavalampen i dag tit med hippiebevægelsen. Senere i starten
af 1990’erne fik lavalampen en lille renæssance i forbindelse med grungemusikken,
og den blev dermed associeret med 90’ernes teenagekultur.
Det er dog hverken disse storhedstider eller associationerne, som følger med,
der har fået os til at interessere os for lavalampen, og ingen af os ejer en lavalampe
- vi har været nødsaget til at låne fra venner for at lave dette projekt.
Det, som har interesseret os, er de væskefænomener, man kan se i lampen,
som foregår i så tilpas langsomt tempo, at man kan sidde og studere dem blot ved
at kigge på lampen uden brug af mærkelige apparater og ultrahurtige kameraer.
Således tænkte vi, at lavalampen var en fantastisk case til at studere væskeflow,
overfladespænding og konvektion.
Det har senere vist sig, at dette nok var en temmelig naiv tanke. Nok er lava-
lampen nem og flot at iagttage, og man kan se mange interessante fænomener i et
tempo, som er adskillige gange langsommere, end man ellers ser fænomenerne an-
dre steder. Nok er lavalampens univers temmelig begrænset og uden nævneværdige
ydre påvirkninger, hvilket gør lampen til et relativt simpelt system i sammenligning
med andre systemer man typisk beskæftiger sig med inden for kontinuumsmeka-
nik.
Alligevel er det nogle utroligt komplicerede fænomener, som finder sted i lava-
lampen. Væskedynamik er i forvejen ikke simpelt, varmekonvektionen gør sit for
at gøre det yderligere kompliceret, særligt vil den konstante varmetilførsel sørge
for at holde lampen ude af termodynamisk ligevægt, hvilket resulterer i lavalam-
pens kaotiske opførsel. Det lod, som imidlertid tipper vægten mellem let og svært,
er overfladen mellem de to væsker i lampen.
Lavalampen er et eksempel på et såkaldt tokomponent væskeflow, hvilket hen-
tyder til, at der i lampen er to væsker, som flyder frit mellem hinanden, og som
ikke er blandbare. Grænsefladen mellem de to væsker er noget af det sværeste at
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modellere, da den optræder som en dynamisk randbetingelse, der er bestemmende
for flowet i hver af væskerne, men som samtidig kan flyttes på grund af flowet i
væskerne.
Da den dynamiske rands geometri giver anledning til en diskontinuitet i tryk-
feltet henover grænsefladen, kræves der kendtskab til yderligere randbetingelser
for at finde en entydig løsning for trykfeltet.
Dette skal dog ikke blive til nogen klagesang. Selvom problemet er en del mere
kompliceret, end vi naivt havde forventet, har vi taget udfordringen op.
Formålet med dette projekt var fra starten, at vi ville forsøge at sætte en model
op for flowet, formerne og fænomenerne i en lavalampe samt at vurdere kvalite-
terne af denne model. Dette formål har ikke ændret sig, men vejen til målet har
ændret sig meget.
Vi havde fra starten håbet, at lavalampens relative simplicitet og cylindriske
geometri var nok til at vi kunne stille nogle korte ligninger eller et andet simpelt
system op, således at vi ikke skulle få brug for hele maskineriet omkring Navier-
Stokes ligninger.
Dette har vist sig ikke at holde stik. Når man beskæftiger sig med en kontinuums-
beskrivelse af væsker er der næsten ingen vej udenom Navier-Stokes ligninger, og
det er også derfor, at vi har valgt at gå hele vejen og præsentere ligningerne og
teorien omkring dem. Man kan læse om dem i kapitel 3. Sammen med teori om
overfladespænding, som kan findes i samme kapitel, danner disse ligninger grund-
laget for vores model.
Det er meget svært at finde løsninger til Navier-Stokes ligninger, og hvis der
ikke er nogen speciel geometri eller nogen antagelser, man kan gøre om flowet
(f.eks. uniformt flow gennem et vandrør), er det kun muligt at give nummeriske
løsninger til ligningerne. Til dette anvendes finite element teori manifesteret i pro-
grammet FemLab.
Finite element teori dækker i virkeligheden over flere forskellige nummeriske
metoder, som går ud på, at vi kan diskretisere rummet, hvor flowet foregår, og
nøjes med at regne udfra et sæt af knudepunkter i rummet. Derved sparer vi meget
regnekraft, når vi skal regne nummeriske løsninger, uden at vi mister særligt meget
information på grund af approksimationen.
Det er nødvendigt for os at kende lidt til metoden FemLab benytter til at diskre-
tisere og løse ligningssystemet, dette kan man læse om i kapitel 4. Dette er dog
ikke et projekt, hvor vi vil undersøge forskellige nummeriske metoder og finde
deres fordele og ulemper, og derfor vil vi tage en mere principiel diskussion af
nummeriske problemstillinger, mens det virkelige fokus vil blive lagt på at bygge
den fysiske model. Det interessante i den forbindelse vil være hvordan man kan
tage højde for overfladespændningens virkning.
Set i lyset af det ovenstående vil problemformuleringen materialisere sig i føl-
gende form
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Vi vil opstille de dynamiske ligninger, som gør sig gældende for et
tokomponent væskeflow.
Disse ligninger vil vi løse numerisk, og vi vil diskutere status af
den simulation, vi opnår ved denne løsning.
For at kunne opnå dette vil vi vil først gennemgå teori for både væskedyna-
mik og finite element teori. Dette resulterer i, at vi har fået en ganske god idé om,
hvorledes den nummeriske metode fungerer, samt hvilke ligninger og betingelser,
modellen skal opfylde. Det næste handler om at finde en genial måde at implemen-
tere lavalampens flow på Navier-Stokes form i computeren. Vi kan allerede afsløre,
at den store udfordring er at modellere overfladen mellem de to væsker.
Til dette anvender vi en metode, som kaldes levelset-metoden. Den går i det
store hele ud på, at vi definerer en funktion i hele rummet, hvor flowet foregår, med
den betingelse, at når denne funktion er lig med 0, så befinder vi os på grænsefla-
den mellem de to væsker. Med de rette betingelser og den rette dynamik af denne
funktion er det muligt at fremskrive overfladen mellem væskerne. Det er dog ikke
entydigt, om denne metode egner sig til at beskrive alle fænomener i lavalampen,
samt dynamiske randbetingelser i al almindelighed. Disse er nogle af de ting, vi vil
undersøge, samt diskutere, når vi har lavet modellen og simuleringerne. Det er mu-
ligt at læse om vores model og levelset metoden i kapitel 5 samt de efterfølgende
kapitler, hvor vi diskuterer modellen.
Tokomponent væskeflow er et af de sværere problemer i væskedynamik. Det
drejer sig om et system af koblede, ulineære, partielle differentialligninger med
fri randbetingelser, hvilket er et af de sværere problemer i differentialligningsteori.
Selvom denne rapport nok ikke har noget afgørende nyt at tilføje i nogle af disse sa-
ger, er den dog relevant i dem begge, da den giver et godt bud på, hvordan sådanne
ligninger kan løses ved snedig brug af matematik. I denne rapport vil det snedige
bestå af at definere en funktion som egentlig ikke har nogen fysisk fortolkning.
Inden vi springer ud i alt dette, er det imidlertid på tide, at vi forklarer lidt
nærmere om genstandsfeltet for dette projekt - lavalampen.
Kapitel 2
Fænomenologi
Selvom vores projekt har drejet sig om lavalamper, er der ikke meget af rapporten,
som beskæftiger sig decideret med, hvad der sker i en lavalampe. Det meste af
det, vi skriver om, er mere generelt end de specielle fænomener, man kan se i
en lavalampe, og samtidig er de simulationer, vi laver, desværre ikke dækkende for
alle fænomenerne i lavalampen. Således er det kun dette kapitel, hvor vi forsøger at
afdække, hvad lavalampen kan og gør, som beskæftiger helhjertet med lavalampen.
De fleste af de ting, som står i dette kapitel, stammer fra egne observationer af
lavalamper og egne ideer om, hvad der mon er på færde, og hvilken fysik der er på
spil. Det er i dette kapitel, at vi har haft fornøjelsen af at lege og filosofere over,
hvad vi ser.
2.1 Hvad er en lavalampe?
Lavalampen består af en glasbeholder med to væsker, der har den egenskab, at
de ikke blander sig med hinanden. Desuden udvider den ene væske sig betydeligt
ved små temperaturforskelle, mens den anden ikke gør det (nær så meget). Den
temperaturfølsomme væske (som vi kalder lava) har som regel en eller anden funky
farve, mens den anden er mere eller mindre gennemsigtig, og det er således lavaens
form der giver de psykedeliske mønstre, vi er interesserede i at modellere.
Lampen fungerer således, at en elektrisk pære (typisk en 40 watts pære) er
placeret nedenunder glasbeholderen med de to væsker. Den er afskærmet således,
at det kun er muligt at se lyset fra den gennem væskebeholderen. Når lampen er
tændt vil varmestrålingen fra pæren ramme bunden af glasbeholderen og varme
væskerne op nedefra. Se figur 2.1.
Når lampen er kold (dvs. den har været slukket i lang tid), ligger lavaen i bun-
den af glasbeholderen, da den er tungest ved stuetemperatur. Når pæren langsomt
varmer væskerne op, vil det derfor fortrinsvis være lavaen, som optager varme, da
den stort set skærmer for varmestråling til den anden væske.
Varmestrålingen får lavaen til at udvide sit volumen, således at den gradvist
bliver lettere, og snart bliver den klare væskes opdrift på lavaen større end tyngde-
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Figur 2.1: Lavalampen består af en beholder med to forskellige væsker, som ikke
blandes. Under beholderen sidder en varmekilde, som opvarmer væskerne.
kraften. Dette får lavaen til at stige til vejrs.
Der er dog store interne temperaturforskelle i lavaklumpen, som ligger i bunden
af glasbeholderen, og det kan sagtens forekomme, at en del af lavaen stadig er helt
kold, mens en anden er varm nok til at stige op. Derfor bryder lavaen typisk op
i mindre bobler, som stiger til vejrs lidt efter lidt. Den generelle dynamik i en
lavalampe kan observeres på CD’en under ‘\videoer af lavalamper\store bobler
generel dynamik.mov’ 1 & 2.
Der er imidlertid lavere temperatur i den øvre del af lampen og efterhånden
som boblen afkøles, vil opdriften mindskes og boblen vil falde til bunds igen, hvor
den smelter sammen med den store lavaklump.
Således vil lavalampen hurtigt blive til et virvar af små bobler af farvet væske,
som bevæger sig op og ned i et tilsyneladende helt kaotisk mønster. Det er dette,
som skaber de flotte figurer i lavalampen, og det er dette, som lampen er kendt og
elsket for.
2.2 Fænomener i lavalampen
Der er dog mere til lavalampen end bare væsker, som bevæger sig op og ned imel-
lem hinanden. Når man iagttager lampen lidt nærmere vil man lægge mærke til, at
disse lavabobler er i stand til at udføre en masse ting, som man ikke ligefrem ville
forvente af væsker.
Lavalampen er elsket og mystificeret af mange mennesker verden over, og når
man ser på nogle af de ting, som den kan gøre, forstår man dem godt. Mange af
disse fænomener kendes også andre steder, men der er ingen steder som i lavalam-
pen, hvor man kan få lov at se dem så klart og tydeligt. Vi vil nu forsøge at forklare
nogle af de spændende fænomener i lampen, som vil være værd at se nærmere på.
Det skal nævnes, at det ikke er alle fænomener, får simuleret i denne rapport,
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så der er stadig mere at gøre for andre, som synes lavalamper er spændende.
Opdrift
Dette er det simple fænomen, at lavaen rejser til vejrs på grund af opdrift, som vi
allerede har forklaret lidt om. Varmestrålningen fra pæren får lavaen til at udvide
sig, hvorved den bliver lettere end den omkringliggende væske.
Ud fra iagttagelser af en lavalampe af mærket Rocket Lamp kan vi se, at volu-
menet af væsken i en kold lampe er omtrent 200cm3, mens volumenet af en aktiv
lavalampe ligger stabilt på omtrent 240cm3. Dette svarer til en volumenudvidelse
på 20%, som fortrinsvis må tilskrives lavaen og i mindre grad den omkringliggende
væske.
I vores model har vi imidlertid ikke rigtig mulighed for at regne med volume-
nudvidelser, derfor betragter vi det i stedet som et fald i lavaens densitet som følge
temperaturstigningen. De samme tal som ovenfor bliver da til et fald på omtrent
17% i lavaens densitet.
Dette fænomen er formentlig det mest simple at modellere af alle dem, man
kan se i lavalampen. Vi giver både en kort temperaturafhængig model for opdriften
i afsnit 2.4.1, hvor vi får et overblik over den grundlæggende fysik i fænomenet,
og en mere detaljeret simulation af fænomenet i afsnit 6.3.3.
Løsrivelse
Når en lavaboble bryder løs fra klumpen som ligger i bunden af glasbeholderen,
går det ikke stille for sig. Typisk skyder lavaklumpen en langstrakt tentakel i vejret,
som hurtigt bremses igen. Tentaklen bliver langsomt tyndere indtil den bliver skåret
over, og den øverste del af tentaklen kan fortsætte opad. Se figur 2.2 eller ‘video af
tentakler fra bunden.mov’.
Det tyder på, at lavaklumpen i bunden af lampen er noget koldere i overfladen
end i det indre, hvorved det varme lava nærmest skal skyde sig vej gennem over-
fladen. Når det varme lava når ud til overfladen, bliver det imidlertid også hurtigt
nedkølet, hvorved tentaklen bremses.
Figur 2.2: Tegneserien viser løsrivelse af en lavaboble fra den store klump af lava i
bunden af lampen.
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Figur 2.3: Tegneserien viser, hvordan en lavaboble deler sig og bliver til to.
Det tager noget tid for overfladespændingen at klippe tentaklen over, hvilket ty-
der på, at lavaens viskositet stadig er relativt høj, mens overfladespændingen måske
ikke er det. Når tentaklen endelig klippes sker det dog gerne flere steder, således at
der skabes en lavaboble, der stiger til vejrs, men også en lille satellit, som typisk
falder ned igen.
Dette er et af de fænomener, som vi ikke har særlig god mulighed for at model-
lere, da den position hvor udviklingen starter er et spørgsmål om små fluktuationer
i diverse felter. Vi vil imidlertid forsøge at se, hvordan vores model reagerer på, at
vi kunstigt skaber forhold, som burde afstedkomme en løsrivelse af en lavaboble.
Se afsnit 6.3.4.
Split
Når boblen stiger til vejrs køles den samtidig af, men mange ting tyder på, at lavaen
ikke er nogen særlig god varmeleder. Tit ser det ud til, at det kun er overfladen af
lavaboblen, som taber varme og bliver tungere, mens det indre af boblen fortsat har
opdrift. Se figur 2.3 eller "dryp og split.mov".
Dette resulterer somme tider i, at boblen vil dele sig midt over, hvis nok lava
bliver afkølet. Når lavaen er kold, er den tungere end den omkringliggende væske,
og den vil derfor bremse op, men samtidig er det indre af boblen stadig varmt.
Dermed er der to modsatrettede kræfter på boblen, som vil blive langstrakt indtil
overfladespændingen kan klippe den over.
Således er dette fænomen meget lig fænomenet ovenfor, blot er det mere sjæl-
dent, at der dannes satellitter ved split af bobler.
Svingninger
Når lavabobler har løsrevet sig fra lavaklumpen i bunden af lampen eller har delt
sig, vil boblerne i reglen stå og svinge lidt, sådan at de skifter mellem at være
fladtrykte og udstrakte cirka en gang i sekundet. Se "video af boble bounce.mov".
Der er tilsyneladende en form for elasticitet i lavaen, som kan trække den sam-
men fra forskellige yderpositioner. Der er på den ene side en overfladespænding,
som søger at trække boblen sammen til dens minimalfladeform (altså en kugle),
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men samtidig vil både det indre og ydre væskeflow besidde en inerti, der presser
boblens form videre, når den ideelle form er nået. På baggrund af overfladespæn-
dingens træk er der opstået et flow, som ikke stopper i det, minimalfladen er nået.
Dette flow presser overfladen ud i en ny ustabil form, som igen presser et nyt flow
frem, etc.
Dette bliver yderligere kompliceret af, at boblerne rammer hinanden eller væg-
gene i beholderen, så der kommer mere uforudsigelige former. Desuden vil bobler-
nes op og ned bevægelse i den ydre væske skabe andre stabile former end kugle-
formen på grund af friktion med den omkringliggende væske. Alt dette giver alle
de mærkelige former, man kan se i en lavalampe.
Umiddelbart er det dette fænomen vi tager udgangspunkt i. Dette fænomen
rummer de basale egenskaber for overfladespænding og væskeflow, som vores mo-
del skal kunne opfylde som minimum. I afsnit 2.4.2 forsøger vi at give en simpel
model, som forhåbentlig kan fange noget af dynamikken i denne situation, men
senere i afsnit 6.3.2 vil prøve med nogle mere omfattende simulationer.
Sammenstød
Når to lavabobler støder sammen bliver de ikke opslugt i hinanden, som man ellers
forventer, at en væske gør (tænk f.eks. på vanddråber, der flyder sammen). I stedet
kan man se, at der er et tyndt lag af den ydre væske imellem de to lavabobler, som
sørger for at holde dem adskilt. Således vil to lavabobler gnide sig forbi hinanden
i stedet for at flyde sammen. Se figur 2.4 eller slutningen af "videoer af boble
bounce.
Dette tyder på, at overfladespændingen mellem lava og væske i realiteten ikke
er særligt høj, og således har lavaboblerne ikke særligt meget energi at vinde ved at
minimere overflade. Dette kan man også se på fænomenet ovenfor, hvor lavabob-
lerne er mere tilbøjelige til at deformeres med flowet end finde deres minimalflade.
Dette er til gengæld et fænomen, som vores model formentlig ikke er i stand
til at håndtere. Vi vil forsøge at se, hvad der sker, hvis vi prøver. Det kan man læse
om i afsnit 6.3.4.
Figur 2.4: Tegneserien viser, hvordan to lavabobler, som møder hinanden, fortsæt-
ter forbi hinanden uden at smelte sammen.
16 Lava Dreams
Figur 2.5: Tegneserien viser en lavaboble, som falder ned til den store lavaklump i
bunden af lampen, hvor den ligger i noget tid, før den smelter sammen med klum-
pen.
Sammensmeltning
Når en lavaboble når ned til moderklumpen i bunden bliver den ikke absorberet
med det samme. I stedet ligger den lidt tid ovenpå klumpen gerne i et par sekunder,
indtil overfladen mellem boblen og klumpen er blevet så tynd, at de næsten rører
hinanden. I det øjeblik bliver boblen slugt af den store klump, og det går meget
hurtigt i forhold til, hvor længe den har ligget der. Se figur 2.5.
Dette fænomen peger endnu engang på, at overfladespændingen ikke er særligt
høj, der er ikke meget energi at vinde ved at fjerne overflade, og således tager det
tid at minimere den.
Lavaboblerne smelter kun sammen med moderklumpen, aldrig med hinanden.
Dette peger på, at der udover tidskalaer der er længere end den tid det tager for to
bobler at passere hinanden, at lavaen skal have en hvis temperatur, før sammens-
meltning kan forekomme.
Dette fænomen vil vi formentlig heller ikke være i stand til at modellere,
selvom det er et af de mest fantastiske fænomener i lavalampen.
2.3 Dynamikken i en lavalampe
Fra ovenstående fænomener kan man se, at de interessante størrelser i lavalampen
er overfladespændingen og væskeflowet og i nogen grad også varmekonvektion.
Overfladespændingen og konvektionen er de eneste to, som kan skabe dynamikken
i lavalampen, men mange af fænomenerne ovenfor kan umiddelbart beskrives uden
varmetransport men blot med et samspil mellem væskeflow og overfladespænding.
Vi vil fokusere på en modellering af, hvordan overfladespænding og væske-
flow vekselvirker i lavalampen. Først og fremmest skal vi have en matematisk re-
præsentation af de egenskaber ved væskerne, som er beskrivende for dynamikken
i lavalampen.
Denne dynamik er i bund og grund bare et spørgsmål om to væskers gensidige
påvirkning af hinanden gennem Newtons anden lov. Det er bare det, at væsker har
det med at være rimelig komplekse af natur - En kompleksitet som i princip er
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beskrevet af tre ligninger, der bærer navnet Navier-Stokes ligninger.
Vi udleder disse ligninger ligninger i kapitel 3, men i vished om, at det er
nødvendigt at have set ligningerne flere gange for at forstå dem, kommer her den
korte Feynmanske forklaring.
Navier-Stokes ligninger er en generalisering af tre klassiske principper, blot i en
kontinuumsudgave. De tre principper, som er på spil er massebevarelse, Newtons
anden lov samt energibevarelse. I tilfælde af, at en ekstern kraft f er tilstede, så kan
de generelle Navier-Stokes ligninger skrives som
∂ρ
∂t
+∇ · (ρv) = 0, (2.1)
∂v
∂t
+ (v · ∇)v =
1
ρ
∇ · σ + f , (2.2)
∂(cpρT )
∂t
+ cpρv · ∇T = ε+∇ · (λ∇T ), (2.3)
hvor σ er stresstensoren givet ved
σij = −pδij + 2µSij , (2.4)
og hvor p er trykket, S forskydningstensoren og µ den dynamiske viskositet. Der-
udover er v væskens hastighed, ρ densiteten, T temperaturen, ν = µ/ρ den kine-
matiske viskositet, cp varmekapaciteten, λ varmekonduktiviteten og ε den viskøse
dissipation. Dette er mange bogstaver, men det er nemmest at tænke på de fleste af
dem som tal, der beskriver visse af væskernes egenskaber. Typisk vil man være in-
teresseret i at finde temperaturen, trykket og hastigheden udfra de egenskaber man
kender på forhånd, hvilket oftest vil være f og ε.
Hvis man antager, at væsken er inkompressibel og homogen, dvs. at densiteten
er konstant, samt at varmeledningsevnen og varmekapaciteten er konstant, så kan
man skrive massebevarelsen (ligning 2.1) som
∇ · v = 0, (2.5)
energibevarelsen (ligning 2.3) som
cpρ
∂T
∂t
+ cpρv · ∇T = ε+ λ∇
2T, (2.6)
samt impulsbevarelsen (ligning 2.2) som
∂v
∂t
+ (v · ∇)v = −∇p+ ν∇2v + f , (2.7)
hvor p = p/ρ er det kinematiske tryk.
Ligningerne 2.5, 2.6 og 2.7 er et sæt blandede elliptiske og parabolske lignin-
ger, hvor de ukendte variabler er hastigheden u, det kinematiske tryk p samt tem-
peraturen T . Da energiligningen 2.6 er den eneste ligning, hvor temperaturen står
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eksplicit, kan vi behandle de to andre uden at tage hensyn til ligning 2.6. Dette vil
være fysisk rigtigt hvis væskens egenskaber, varmekapacitet, varmeledningsevne
og kinematisk viskositet, er uafhængige af temperaturen.
I lavalampen, hvor hastighederne er lave og længdeskalaerne er små i forhold
til lavaboblernes krumningsradier, vil overfladespændingen give anledning til en
diskontinuitet i trykfeltet henover grænsefladen mellem de to væsker (givet ved
Young-Laplaces lov). Dermed kommer der et kraftbidrag som følge af overfla-
despændningen, som skal tilføjes som et led i den ekstra kraft f i impulsligningen
2.7.
Den analytiske løsning til Navier-Stokes ligninger for inkompressibelt flow, 2.5
og 2.7, med passende start og randbetingelser vil som regel være ukendt. Typisk
vil man derfor prøve at finde en numerisk løsning til ligningerne.
Dette er den grundlæggende fysik, som styrer fænomenerne i lavalampen, men
en del af de fænomener, som vi har beskrevet i afsnit 2.2 er såkaldte singulariteter,
som er meget svære at beskrive med disse ligninger.
2.4 Simple modeller af lavalampens fænomener
Før vi giver os i kast med det store ligningsmaskineri vil det imidlertid være nyttigt
at lave nogle fysiske modelantagelser. Dermed har vi noget at sammenligne med,
når vi skal til at vurdere vores model i slutningen af rapporten.
De følgende modeller vil måske ikke være helt fysisk korrekte, men de vil til
gengæld være ganske godt beskrivende for dynamikken i lavalampen, og selvom
disse modeller ikke har så meget med vores problemformulering at gøre, vil det
være interessant at se, hvor meget information, vi kan få ud af dem i sammenligning
med vores simulationer i kapitel 6.
2.4.1 Opdrift på grund af temperaturforskel
Ved denne simple model vil vi udregne opdrift på et legeme, som grundet opvarm-
ning er lettere end omgivelserne i mediet omkring legemet. Legemet køles lang-
somt ned på grund af den lavere temperatur i omgivelserne, hvorved det til sidst vil
blive tungere end det omkringliggende medie og falde nedad igen. Dette er hvad
der sker for en lavaboble, når den stiger op gennem den ydre væske.
Det omkringliggende medium er karakteriseret med en densitet ρydre. Hvis
legemet har massen m og temperaturafhængig volumen V , er opdriften på legemet
givet ved:
Fop = −g(m− V ρydre). (2.8)
Temperaturen T af legemet til tiden t er givet ved en simpel diffentialligning
for nedkøling:
∂T
∂t
= −a(T − Tydre), (2.9)
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hvor Tydre er temperaturen i mediet omkring boblen, og a er en konstant, som
styrer, hvor hurtigt nedkølingen foregår. Den må blandt andet bestå af informa-
tion omkring lavaboblens form, varmekapacitet og varmekonduktiviteten af den
omkringliggende væske.
Dette giver løsningen:
T = Ce−at + Tydre, (2.10)
hvor C, givet ved T0−Tydre, er den initiale forskel på boblens temperatur i forhold
til den ydre temperatur.
Til sidst har vi et udtryk for lavaboblens volumen V som funktion af tempera-
turen
V = αpT, (2.11)
hvor αp er den isobare volumenudvidelseskoefficient.
Hvis vi kombinerer ligning 2.8, 2.10 og 2.11, kan vi få et udtryk for opdriften
som funktion af lavaens tidsafhængige temperatur
Fop = −g(m− αpρydre(Ce
−at + Tydre)). (2.12)
Dette indsættes i Newtons anden lov, og vi finder positionen ved dobbelt inte-
gration (bemærk de ekstra led, som tilføjes i udtrykkene for hastighed og position,
er integrationskonstanter, således at lavaboblen starter med position og hastighed
nul til tiden nul):
d2x
dt2
=
Fop
m
, (2.13)
d2x
dt2
= −
g
m
(m− αpρydre(Ce
−at + Tydre)), (2.14)
dx
dt
= g
(
αpρydreTydre
m
− 1
)
t−
gαpρydreC
m
1
a
(e−at − 1), (2.15)
x = g
(
αpρydreTydre
m
− 1
)
1
2
t2 +
gαpρydreC
m
1
a2
(e−at + at− 1), (2.16)
x =
g
m
(αpρydreTydre −m)
1
2
t2
+
g
m
αpρydre(T0 − Tydre)
1
a2
(e−at + at− 1). (2.17)
αpρydreTydre er massen af den fortrængte del af den omkringliggende væske,
hvis lavaboblen havde temperaturen Tydre, hvilket svarer til, at tiden går imod uen-
deligt, og tilsvarende kan man se αpρydreT0 som den fortrængte masse til tiden
nul. Vi kalder dem henholdsvis m∞ og m0 og omskriver ligningen
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Figur 2.6: Et eksempel som viser opdriften på lavaboblen med og uden dæmpning.
Parametrene er valgt så de stemmer overens med vores senere modeller.
x =
g
m
(
(m∞ −m)
1
2
t2 + (m0 −m∞)
1
a2
(e−at + at− 1)
)
. (2.18)
Hvis vi går ud fra, at parametrene i ligningen er passende, kan vi af dette udtryk
se, at lavaboblen først vil stige, indtil den er afkølet nok til, at den bliver tungere og
deccelererer, og til sidst begynder at falde igen. Figur 2.6 viser et eksempel, hvor
vi har brugt samme parametre, som vi bruger i de senere modeller.
Hvis vi vil gøre modellen mere ‘realistisk’ og også medregne friktion kan vi
tilføje et ekstra led, som er proportionalt med hastigheden af boblen, −λdx/dt, i
differentialligningen 2.14. Formuleret i termer af m0 og m∞ ser det således ud
d2x
dt2
= −
g
m
(
m− (m0 −m∞)e
−at +m∞
)
− λ
dx
dt
, (2.19)
hvilket giver følgende løsning for x(0) = 0 og v(0) = 0
x =
g
m
((
m0 −m∞
λ2 − λa
−
m−m∞
λ2
)
(e−λt − 1)
−
m0 −m∞
λa− a2
(e−at − 1)−
m−m∞
λ
t
)
. (2.20)
Det skal nævnes, at dæmpningsleddet i disse ligninger ikke har meget at gøre
med viskositeten i en væske. Denne dæmpning svarer egentlig mere til en friktion
som man f.eks. ser i forbindelse med luftmodstand. Denne model er egentlig mere
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beskrivende for en opvarmet ballon, som flyver op igennem luften, hvorfor vi også
har for vane at kalde den ballonmodellen.
På nuværende tidspunkt er løsningen en kompliceret ligning med mange led, så
det instruktive i denne lille model er ved at være forsvundet. Boblens opdrift med
dæmpet hastighed kan ses på figur 2.6 sammen med opdriften uden dæmpning, der
er dog ikke meget mere at få ud af dette udtryk i forhold til ligning 2.18, hvilket
indikerer, at dette er et passende sted at stoppe denne model.
2.4.2 En simpel model af en svingende lavaboble
Den næste model vi præsenterer er en model, hvor vi betragter svingningerne i en
lavaboble, efter den har delt sig eller løsrevet sig fra den varme lavaklump i bun-
den af lavalampen. Til at starte med, er lavaboblen i en udstrakt form, da overfla-
despændingen lige har klippet den fri. I denne model beskriver vi denne udstrakte
form som en todimensional ellipse, selvom det næppe er fysisk korrekt.
Ellipser er imidlertid dejligt nemme at arbejde med, idet de er fuldstændigt be-
skrevet ved de to akser a og b. Ved disse to akser kan vi skrive enhver tænkelig
ellipseform, som lavaboblen kan tænkes at have. Lad derfor akserne være funktio-
ner af tiden, a(t) og b(t).
Lad os nu opskrive en parameterisering af ellipsen ved hjælp af vinklen θ samt
a(t) og b(t):
u(t, θ) = (a(t) cos θ, b(t) sin θ) . (2.21)
Denne funktion har første- og andenafledte med hensyn til θ
∂u
∂θ
= (−a(t) sin θ, b(t) cos θ) , (2.22)
∂2u
∂θ2
= (−a(t) cos θ,−b(t) sin θ) . (2.23)
Vi er interesserede i at finde ud af, hvordan u(t, θ) derformeres i tiden som
følge af overfladespændingen langs kurven. Som man kan læse i afsnit 3.5.1, er
kraften fra overfladespændingen afhængig af krumningen på overfladen, og den
står altid normal på overfladen.
Krumningen af u(t, θ) kan udregnes som et krydsprodukt mellem første og
anden afledte af funktionen delt med længden af den førsteafledte i tredje [Pressley,
2003, s. 25].
κ =
∥∥(∂u/∂θ)× (∂2u/∂θ2)∥∥
‖∂u/∂θ‖3
=
|a(t)b(t) cos2 θ + a(t)b(t) sin2 θ|√
a2(t) sin2 θ + b2(t) cos2 θ
3
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=
a(t)b(t)√
a2(t) sin2 θ + b2(t) cos2 θ
3
. (2.24)
Hvis normalvektoren til u(t, θ) blot er den andenafledte af u med hensyn til θ
delt med sin egen længde, så bliver kræften fra overfladespændingen, γ, følgende
udtryk:
F (t, θ) = γ κ
∂2u/∂θ2
‖∂2u/∂θ2‖
= γ
a(t)b(t)√
a2(t) sin2 θ + b2(t) cos2 θ
3
(−a(t) cos θ,−b(t) sin θ)√
a2(t) cos2 θ + b2(t) sin2 θ
. (2.25)
For at forsimple dette udtryk antager vi nu, at det er rimeligt kun at kigge på
retningerne, hvor θ = 0, π/2, π, . . ., således kan vi skrive kræfterne langs akserne
a og b
Fa = γ
−a2(t)b(t)
a(t)b3(t)
= −γ
a(t)
b2(t)
, (2.26)
Fb = γ
−a(t)b2(t)
a3(t)b(t)
= −γ
b(t)
a2(t)
. (2.27)
Kræfterne fra overfladespændingen skal balanceres af trykket inde i lavaboblen
(hvis man går ud fra, at trykket udenfor er nul), ellers vil boblen trække sig sammen
og blive mindre. Da vi går ud fra, at denne boble har opnået en ligevægt mellem
overfladespænding og tryk, og dermed holder sit areal konstant, skal trykket presse
akkurat lige så meget udad, som overfladespændingen presser indad. Trykket er
imidlertid lige stort i alle retninger, hvilket i vores model betyder, at vi kan udregne
det som gennemsnittet af Fa og Fb
P =
|Fa|+ |Fb|
2
=
γ
2
(
a(t)
b2(t)
+
b(t)
a2(t)
)
=
γ
2
(
a3(t) + b3(t)
a2(t)b2(t)
)
. (2.28)
Disse to kræfter kan vi sætte sammen til et udtryk, som beskriver dynamik-
ken i en svingende lavaboble. Dette udtryk vil i vores model være de dynamiske
ligninger for a(t) og b(t) (når man ikke påtænker massen af ellipsen)
d2a
dt2
= P − |Fa| =
γ
2
(
a3(t) + b3(t)
a2(t)b2(t)
)
− γ
b(t)
a2(t)
, (2.29)
d2b
dt2
= P − |Fb| =
γ
2
(
a3(t) + b3(t)
a2(t)b2(t)
)
− γ
a(t)
b2(t)
. (2.30)
Dette sæt af koblede differentialligninger beskriver således deformationen af
boblen som funktion af tiden. Hvis vi ønsker kan vi tilføje et dæmpningsled til hver
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af ligningerne, som beskriver, hvordan deformationen langsomt bliver standset på
grund af væskens indre friktion. Dette led kunne f.eks. skrives som −η(da/dt).
Indtil videre vil vi imidlertid nøjes med de simple ligninger.
Vi kan nu omskrive ligningerne en anelse, da vi ved, at arealet af ellipsen skal
være konstant for at repræsentere massebevarelse. Arealet af ellipsen, A = πab,
giver dermed en sammenhæng mellem a(t) og b(t). Desuden vil det være nyttigt
at skrive produktet a(t)b(t) som r2, hvor r er radius af den cirkel, som har areal A.
d2a
dt2
=
γ
2
(
b3(t)− a3(t)
a2(t)b2(t)
)
=
γ
2
(
b3(t)
r4
−
a3(t)
r4
)
=
γ
2
(
r2
a3(t)
−
a3(t)
r4
)
=
γ
2
1
r4
(
r6 − a6(t)
a3(t)
)
, (2.31)
d2b
dt2
=
γ
2
(
a3(t)− b3(t)
a2(t)b2(t)
)
=
γ
2
(
a3(t)
r4
−
b3(t)
r4
)
=
γ
2
(
r2
b3(t)
−
b3(t)
r4
)
=
γ
2
1
r4
(
r6 − b6(t)
b3(t)
)
. (2.32)
Disse ligninger er imidlertid ikke lige til at løse med håndkraft, så vi må gribe
til en computer for at få et billede af, hvordan a og b ændrer sig med tiden.
Vi kan imidlertid nøjes med ligning 2.31, som er analog til et system af to
førsteordens differentialligninger af a1 = a(t) og a2 = da/dt
da1
dt
= a2,
da2
dt
=
γ
2
1
r4
(
r6 − a61
a31
)
− η a2, (2.33)
hvor vi har tilføjet et friktionsled, −η a2, da dette ikke gør nogen forskel for com-
puterens beregninger. Det skal dog nævnes, at dette led ikke har megen lighed med
viskositeten af en væske, det er blot et dæmpningsled, som sikrer, at ellipsens akser
konvergerer mod radius.
Den nummeriske løsning af dette ligningssystem er et relativt simpelt MatLab
program, som viser udviklingen af a og b i tiden. Se figur 2.7.
Denne model kan vi bruge til at fitte overfladespænding og dæmpning udfra,
men som det ses, skifter ellipsen form mange gange i løbet af 10 sekunder, hvilket
næppe ses i en rigtig lavaboble.
Dette afgører vores simple modeller, og det er tydeligt for dem begge, at de
ikke er fyldestgørende beskrivelser af, hvad der sker i lavalampen. Derfor må vi
tage tungere skyts i brug, hvilket er, hvad næste kapitel handler om.
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Figur 2.7: Svingninger i en ellipseformet lavaboble. Funktionerne a(t) og b(t) sva-
rer til ellipsens akser, og det ses, at de konvergerer mod samme værdi, hvilket
betyder, at ellipsen konvergerer imod en cirkelform.
Kapitel 3
Fysikteori
Vi vil i dette kapitel udlede de dynamiske ligninger for inkompressibelt flow samt
Young-Laplaces lov som relaterer overfladespændingen til trykfaldet hen over græn-
sefladen mellem de to væsker. Opbygningen af den del af kapitlet som handler om
stresstensoren, baserer sig til dels på Lautrup [2005], mens den del, der omhandler
forskydningstensoren, læner sig op ad Feynman et al. [1977].
3.1 Kontinuumsantagelsen
Vores beskrivelse af lavalampen som et kontinuum vil altid være en approksima-
tion. Brownsk bevægelse er et eksempel på, at tilfældet kunne tænkes at være an-
derledes - på molekylært niveau er en væske ikke veldefineret.
Vi antager dog med sindsro, at væsken er et kontinuum, eller groft sagt, at
væsken er til stede alle steder i det rum, vi undersøger. Det tillader os at beskrive
fysiske egenskaber ved væsken samt de kræfter, der virker på den, ved stykkevis
glatte funktioner i rum og tid. Kontinuumsfysik er med andre ord et feltstudie.
Hvad angår at sikre feltbeskrivelsen, er vores antagelse nok; Men hvad med
Navier-Stokes ligninger, kræver de flere antagelser? Kravet er naturligvis lokal ter-
modynamisk ligevægt på de makroskopiske længde- og tidsskalaer, vi operer med.
Tanken er, at gradienter og ændringer i tid bringer væsken ud af ligevægt, og væ-
sken skal lokalt nå at tilpasse sig og opretholde den termodynamiske ligevægt.
Da Navier-Stokes ligninger netop beskriver, hvordan en væske modstår/reagerer
på deformationer, er det derfor afgørende, at de makroskopiske ændringer i de for-
skellige felter er tilstrækkelig små. Det giver tid til, at væsken at relaksere og opret-
holde den termodynamiske ligevægt. En passende kontinuumsantagelse vil derfor
være:
Vi antager, at alle makroskopiske længde- og tidsskalaer er bety-
delig større end de største molekylære længde- og tidsskalaer.
Når man arbejder med væskefysik er er en del forskellige felter, som man skal
kunne holde styr på. Det betaler sig derfor at opdele felterne i forskellige grupper
efter den måde, de optræder i forhold til væsken.
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Det mest grundlæggende felt i væskefysik er hastighedsfeltet, v = (vx, vy, vz),
sammen med massetætheden beskriver den væskens tilstand. Udover disse felter er
der felterne, der beskriver lokale og fjerne kraftpåvirkninger, f.eks tyngdeaccelera-
tionsfeltet g. Andre felter giver kun mening, hvor der er væske tilstede, f.eks tryk-
feltet p, som virker hen over en tænkt grænseflade, der separerer to nabo-volumener
i en væske i hvile. Andre ‘kontakt’-kræfter er dem, der opstår, når en væske er i
bevægelse, f.eks. friktion. En sidste slags felter er dem, der beskriver væskens spe-
cifikke egenskaber, f.eks. viskositet.
3.2 Stress
I en væske, der befinder sig i hydrostatisk ligevægt, er trykket den eneste kontakt-
kraft, der er til stede, men hvis væsken er i bevægelse er billedet ikke længere så
klart. Trykket virker som bekendt langs med en kontaktflades normalretning, men
hvis væsken bevæger sig (og er viskøs), vil der også virke forskydningskræfter
tangentielt på kontaktfladen. Det relevante begreb i denne situation er analog til
trykket og kaldes forskydningsspændinger (eng: shear stress).
Ved en spænding forstås ikke det samme som en kraft. Kræfter virker på masser
og accelerer dem, spændinger virker i forhold til overflader eller linier, således at
defineres en bestemt overflade, så kan man tale om, hvad spændingen langs denne
overflade er. Spændingen kan i den forbindelse forstås som en kraftbalance mellem
modsatrettede kræfter. Kræfternes størrelse er så det, som spændingen angiver.
Forskydningsspændinger defineres som forskydningskraft pr. arealenhed. Ved
en forskydning skabes spændinger mellem de forskudte elementer, og der vil mel-
lem naboelementer opstå gensidige friktionskræfter. En væske reagerer på forskyd-
ninger ved at flyde, mens fast stof reagerer ved at deformeres.
Da de kræfter, der opstår ved forskydninger, ikke kun afhænger af positionen af
den kontaktflade, de virker på, men også fladens orientering i rummet, vil det kræve
noget mere end almindelige vektorer for at beskrive kontaktkræfter. Til dette formål
vil vi bruge ni forskydningskomponenter, som vi samlet kalder stresstensoren.
Eksempel 1 - Friktion
Vi betragter en situation, hvor vi trækker en boks langs et underlag (se figur 3.1).
Boksen og underlaget danner en kontaktflade med areal A. Boksens vægt, G, vil
påvirke underlaget i nedadgående retning, og underlaget vil virke på boksen med
en lige så stor men modsat rettet kraft N .
Hvis man prøver at trække boksen langs gulvet, vil man måske opleve, at den
er så tung, at den ikke kan flyttes. Dette skyldes, at der på boksen virker en lige så
stor men modsat rettet kraft T i forhold til F . Der er tale om friktion.
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Figur 3.1: Kraftbalance for en stillestående boks.
3.2.1 Forskydningsspændinger
Ligesom trykket er forskydningsspændinger defineret ved kraft pr. arealenhed. Hvis
den tidligere omtalte boks sammen med underlaget dannede en kontaktflade med
areal A, vil underlaget udøve en gennemsnitlig normalspænding, σn = N/A, samt
en tangentiel forskydningsspænding, σt = T/A, på boksen.
Spændingerne, der virker mellem boks og underlag, er ydre spændinger, som
findes i alle grænseflader mellem et legeme og dets omgivelser. På samme måde vil
vi også tale om indre spændinger, som virker mellem volumenelementer i væsken,
selvom det ikke umiddelbart kan lade sig gøre at måle dem.
Indre spændinger stammer fra kontakten med omgivelserne, men den konkrete
fordeling af spændinger afhænger ikke kun af de ydre påvirkninger men også af
materialets egenskaber og dermed også andre makroskopiske størrelser, f.eks. tem-
peratur. Hvis der ikke er nogle ydre kræfter til stede, vil der som regel ikke være
spændinger i materialet (dette gælder dog ikke for glas). En væske vil dog i hydro-
dynamisk ligevægt udvise forskydningsspændinger, der er ens langs alle kontakt-
flader med samme orientering i rummet.
Forskydningsspændinger er lidt mere komplicerede end normalspændinger, da
der er mere end én tangentiel retning på en flade. I et koordinatsystem (se figur
3.2), hvor en forskydningskraft dFx virker langs x-retningen af en flade dSy, hvis
normalvektor peger i y-retningen, vil vi fra nu af betegne forskydningsspændingen
med σxy = dFx/dSy. Hvis en forskydningskraft virker på fladen i z-retningen,
vil vi på tilsvarende måde betegne spændingen med σzy = dFz/dSy. Hvis der
også virker en kraft på fladen i normalvektorens retning, vil vi derfor kalde nor-
malspændingen σyy = dFy/dSy. Vi antager ved konvention, at et positivt fortegn
til σyy svarer til et træk.
3.2.2 Cauchys hypotese om spændinger og stresstensoren
Det ser ud til, at vi skal bruge, i hvert fald, ni tal for at kunne beskrive spændings-
tilstanden for et materiale i et givet punkt i rummet. Cauchys hypotese (beviset for
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Figur 3.2: Spændingskomponenter virkende på et overfladeelement i xz-planet.
hypotesen kan findes i Lautrup [2005]) siger, at kraften dF = (dFx, dFy, dFz) på
et vilkårligt overfladeelement dS = (dSx, dSy, dSz) ser ud på følgende måde,
dFx = σxxdSx + σxydSy + σxzdSz,
dFy = σyxdSx + σyydSy + σyzdSz,
dFz = σzxdSx + σzydSy + σzzdSz,
(3.1)
hvor hver koefficient σij = σij(x, t) er en funktion af rum og tid, og derfor et felt
i ordets normale betydning. Samler vi de tre udtryk i en matrix, får vi
σ = {σij} =

 σxx σxy σxzσyx σyy σyz
σzx σzy σzz

 . (3.2)
Kraften på overfladeelementet kan derfor skrives som en matrixligning
dF = σ · dS. (3.3)
Kraften pr. arealenhed bliver således dF/dS = σ ·n, hvor n er fladens normalvek-
tor. Denne kraft kalder vi forskydningsvektoren, selvom det ikke er et vektorfelt i
normal forstand, idet at den afhænger normalen.
Samlet udgør de ni felter σij det geometriske objekt stresstensoren (se appen-
diks A). På summationsform bliver kraften på et overfladeelement altså til
dFi =
∑
j
σijdSj . (3.4)
Det vil sige, at stresstensoren transformerer en overfladevektor dSi over i en kraft-
vektor dFi.
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Eksempel 2 - Spændingsvektoren
Lad stresstensoren være lig med det direkte produkt mellem xi = (x, y, z) og
xj = x
T
i = (x, y, z)
T (se appendiks A), hvilket giver
{σij} = {xixj} =

 x
2 xy xz
yx y2 yz
zx zy z2

 . (3.5)
Da får vi, at spændingsvektoren, der virker på en flade med en normalvektor der
peger i x-aksens retning, bliver til
σx = σ · ex =

 xy
z

x. (3.6)
Det kan nemt tjekkes efter at denne ‘vektor’ ikke transformeres ifølge ligning
A.2, og at dette skyldes x-faktoren på højre side.
Eksempel 3 - Hydrostatisk tryk
I hydrostatisk ligevægt, hvor trykket er den eneste kontaktkraft, må der ifølge lig-
ning 3.3 gælde, idet vi ved, at trykkets kraft på et overfladeelement er dF = −pdS,
at stresstensoren er givet ved
σ = −p1, (3.7)
hvor 1 er (3× 3)-enhedsmatricen. I tensornotation bliver dette til
σij = −p δij , hvor δij =
{
1 for i = j
0 for i 6= j
, (3.8)
hvor δij (Kronecker deltaet) er indeksrepresentationen af enhedsmatricen.
Eksempel 4 - Mekanisk tryk og invarians i stresstensoren
Normalt vil stresstensorens elementer antage værdier, som er forskellige fra nul,
også udenfor diagonalen. Diagonalelementerne opfører sig på en måde som et ne-
gativt tryk, og det er derfor smart at definere trykket langs de forskellige koordina-
takser ved
px = −σxx , py = −σyy , pz = −σzz. (3.9)
Disse kan, som i eksempel 2 være forskellige, så hvordan kan vi forstå trykket
i et punkt. Det er jo lidt svært at tilskrive diagonalerne i et direkte produkt en
geometrisk fortolkning, og hvad skal man sige til, at størrelsen (px, py, pz) ikke
opfører sig som en vektor ved en rotation af koordinatsystemet A.
30 Lava Dreams
Vi ved, at det mekaniske tryk, som vi normalt kender det, gerne skulle være
uafhængigt af hvilket koordinatsystem, vi bruger. Vi definerer det mekaniske tryk
som gennemsnittet af spændingerne langs de tre koordinatakser,
p =
1
3
(px + py + pz) = −
1
3
(σxx + σyy + σzz). (3.10)
Her kan vi bruge en sætning, der siger, at summen af diagonalelementerne i en
matrix, eller sporet, Trσ =
∑
i σij = σxx+σyy +σzz , er invariant overfor koordi-
nattransformationer [Lawson, 1996, s. 241]. Da vil definitionen af trykket sikre, at
det er tale om et skalarfelt, der antager samme værdi i alle koordinatsystemer.
Eksempel 5 - Tilbage til eksempel 2
For stresstensoren i eksempel 2 (ligning 3.5), vil trykket langs de tre akser være
px = −x
2
, py = −y
2 samt pz = −z2. Dette sæt opfører sig ikke som en vektor,
men det gennemsnitlige tryk,
p =
1
3
(x2 + y2 + z2), (3.11)
er helt klart en skalar, og derfor også invariant overfor rotation af koordinatsyste-
met.
3.2.3 Kraft på et volumen og mekanisk ligevægt
Hvis vi antager, at der på et legeme med volumen V og overflade S udover kon-
taktkræfter virker en volumenkraft fi, f.eks, tyngdekraften, så vil den samlede kraft
på legemet være
Fi =
∫
V
fidV +
∮
S
∑
j
σijdSj . (3.12)
Gauss’ sætning [Lautrup, 2005, s. 51] anvendt på ligning 3.12 giver
Fi =
∫
V
f⋆i dV, (3.13)
hvor
f⋆i = fi +
∑
j
∇jσij (3.14)
er den effektive krafttæthed, og således vil kraften på et volumenelement være
dF = f⋆ dV . I mekanisk ligevægt er f⋆ = 0.
Kapitel 3: Fysikteori 31
Figur 3.3: Et volumenelement set fra z-aksen. Bemærk hvorledes modstående sider
i boksen påvirkes af ens men modsatrettede kræfter.
3.2.4 Symmetri i stresstensoren
En anden vigtig egenskab man kan antage for stresstensoren, hvis vi forudsætter
mekanisk ligevægt, er symmetri,
σij = σji. (3.15)
Dette er kun relevant for elementer udenfor diagonalen, dvs.
σxy = σyx , σxz = σzx , σyz = σzy. (3.16)
Ifølge Lautrup [2005, s. 117] findes der ikke noget generelt bevis for, at dette
skulle gælde udenfor mekanisk ligevægt, men kun nogle stærke argumenter, som
vi ikke vil nævne her.
I tilfælde af mekanisk ligevægt vil det dog kunne indses, hvis man forestiller sig
en lille boks, hvis sider er parallelle med koordinatakserne og har samme længde.
Vi betragter derefter et tværsnit parallelt med xy-planet (se figur 3.3). Da får vi
ifølge ligning 3.3, at x- og y-komponenterne for de kræfter, der virker på sider, der
står vinkelret på x- og y-aksene, ser ud som på figur 3.3. Hvis boksen er meget
lille, vil spændingerne variere meget lidt fra to modsat stående sider. Det vil sige,
at kræfterne er lige store og modsat rettet.
Hvis vi forlanger, at boksen ikke må dreje rundt (det vil sige, at der er mekanisk
ligevægt), så må kraftmomentet rundt om centrum, givet ved (σyx−σxy), være lig
med nul. Det vil sige, at σyx = σxy, og at stresstensoren er symmetrisk.
Da stresstensoren er symmetrisk, kan den diagonaliseres, og det er muligt at
finde en basis af eigenvektorer, hvor alle elementer, undtaget dem i diagonalen er
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Figur 3.4: Kontaktfladen separerer væske 1 fra væske 2. Newtons 3. lov kræver
kontinuitet af stresstensoren, σ · n henover grænsen, dvs. σ1 · n = σ2 · n.
nul. Dvs. at der ikke optræder nogle forskydningsspændinger, men kun tryk. Denne
basis er dog typisk forskellig fra punkt til punkt i rummet.
3.2.5 Grænsebetingelser
Hvis vi ser på ligning 3.14 i tilfælde af mekanisk ligevægt (dvs. at udtrykket er lig
med nul), så er ligningen en mængde af koblede partielle differentialligninger. Det
vil sige, at vi skal bruge nogle grænsebetingelser.
Som nævnt er spændingstensoren en lokal fysisk størrelse (eller samling af
flere). Den kan derfor, i lighed med f.eks. tryk under hydrostatiske forhold, antages
at være kontinuert i et område, hvor materialets egenskaber ændres kontinuert.
Der er dog undtagelser til denne antagelse. Hen over fysiske grænseflader, hvor
egenskaberne ændres pludseligt, siger Newtons 3. lov, at spændingsvektoren, σ ·
n = {
∑
j σijnj}, givet ved ligning 3.4, er kontinuert henover en flade med normal
n (overfladespænding ikke taget i betragtning). Se figur 3.4.
Som følgende eksempel viser, behøves alle komponenter ikke at være kontinu-
erte. Det kan faktisk forstås ved at tænke på, at Newtons tredje lov kun implikerer,
at de komponenter fra stresstensoren, der er med i spændingsvektoren, er kontinu-
erte, mens de resterende ikke nødvendigvis er det.
Hvis vi forestiller os en plan grænseflade i zy-planet (se f.eks. figur 3.2), så må
σxx, σyx samt σzx være kontinuerte, da det er dem, der specificerer spændingsvek-
toren for denne flade. Ud fra tensorens symmetri får vi ligeledes, at σxy og σxz er
kontinuerte. De resterende tre komponenter (σyy , σzz , σyz = σzy) kan derfor for
så vidt være diskontinuerte. Specielt vil det gennemsnitlige tryk fra ligning 3.10
derfor kunne være diskontinuert.
Vi vil nu kigge lidt nærmere på forskydninger i en væske.
3.3 Forskydninger
Alle væsker er viskøse. Samspillet mellem væskens inerti og viskositet er det, der
gør, at vi ser interessante fænomener som dem i lavalampen. Hvis en væske er
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Figur 3.5: Laminært flow. Hvis en væske bevæger sig hurtigere foroven end forne-
den i forhold til den stiplede linie, vil den udøve en positiv forskydningsspænding,
σxy, i samme retning som flowet. Newtons 3. lov siger da, at den nedenforliggende
væske udøver en modsatrettet men lige så stor spænding,−σxy på væsken ovenfor.
blevet sat i bevægelse, vil inertien sørge for, at væsken fortsætter sin bevægelse,
hvis det ikke er for de indre spændinger, som følger af friktion. Viskositeten virker
som en bremse og vil i sidste ende lede til, at væsken stopper op, hvis ikke ydre
kræfter sørger for at tilføre bevægelsen energi.
Hvis vi påvirker en væske i hvile, sådan at den begynder at bevæge sig, så er
det rimeligt at forvente, at det hastighedsfelt, som nu varierer fra punkt til punkt i
rummet, vil give anledning til spændinger. Hvis sammenhængen mellem spændin-
ger og de rumligt afledte af hastighedsfeltet er lineær, kaldes væsken en Newtonsk
væske.
3.3.1 Forskydningsviskositet
Vi betragter en væske, der stille og roligt flyder i x-retningen med et hastighedsfelt
vx(y), som ikke afhænger af x, men som kan variere med y. Dette kan realiseres
ved at placere en væske mellem to vertikalt forskudte parallelle plader, der bevæger
sig i hver sin retning parallelt med x-aksen. Se figur 3.5.
Hvis hasigheden vokser med y, således at gradienten er positiv, dvx(y)/dy >
0, så vil vi forvente, at væsken umiddelbart ovenfor en flade y0 = [konstant]
trækker den væske, som befinder sig umiddelbart nedenfor, på grund af friktion.
Derved udøves en ekstra forskydningsspænding, σxy(y) > 0, på denne flade. Det
vil også være fornuftigt at forvente en større spænding, hvis hastigheden er større.
I Newtons lov for viskositet antages det, at forskydningsspændingen simpelthen er
proportional med gradienten at hastighedsfeltet,
σxy = µ
dvx(y)
dy
. (3.17)
Proportionalitetskonstanten µ er det vi kalder den dynamiske viskositet. Den
beskriver, hvor meget to lag i væsken klæber til hinanden. Ligning 3.17 viser også,
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at det er den rumlige ændring i hastighedsfeltet, som giver anledning til spændin-
ger.
3.3.2 Deformationstensoren
Newtons lov for viskositet 3.17 er en lineær relation mellem spændinger og hastig-
hedsgradienten. Den gælder kun i den ovenfor omtalte geometri. Se figur 3.5.
Vi har brug for en mere generel definition af viskøse spændinger, uafhængigt
af geometrien eller det underliggende koordinatsystem. Til dette vil vi indføre de-
formationstensoren. Vi forestiller os, at hastigheden i et punkt, r0(x, y, z), til tiden
t er v(x, y, z, t), og at der til samme tid gælder, at hastigheden i et punkt r0 + r
i omegnen af r0 er lig v + δv. Da vil hastigheden i punktet r0 + r, relativt til
hastigheden i punktet r0, være givet ved

 δv1δv2
δv2

 =


∂v1
∂x
∂v1
∂y
∂v1
∂z
∂v2
∂x
∂v2
∂y
∂v2
∂z
∂v3
∂x
∂v3
∂y
∂v3
∂z



 xy
z

 , (3.18)
eller
δvi =
∑
j
∂vi
∂xj
xj . (3.19)
På matrix-form får vi
δv = D · r, (3.20)
hvor D er deformationstensoren. Deformationstensoren beskriver, hvordan et vo-
lumenelement deformeres af hastighedsgradienten.
Vi kan nu vælge at skrive lidt om på ∂vi/∂xj . Lad os først indføre
εij =
1
2
(
∂vi
∂xj
+
∂vj
∂xi
)
, (3.21)
samt
ξij =
1
2
(
∂vi
∂xj
−
∂vj
∂xi
)
. (3.22)
Da får vi, at
D = ε+ ξ (3.23)
Vi kalder ε for straintensoren (hastighedsgradienttensoren). Diagonalelemen-
terne i ε, dvs εxx = ∂vx∂x , εyy =
∂vy
∂y
, εzz =
∂vz
∂z
, kaldes for normal strains (normal-
hastighedsgradienter). Disse repræsenterer raten af volumenudvidelse, se figur 3.6.
Det kan ses, at summen af diagonalelementerne er divergensen af v, dvs.
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Figur 3.6: Diagonalelementerne i straintensoren står normalt til fladerne i et volu-
menelement og giver udvidelsen af volumenet.
εxx + εyy + εzz =
∑
ii
εii = ∇ · v. (3.24)
Elementerne udenfor diagonalen, dvs. εxy, εyz , εzx, kaldes shearing strains
(forskydnings-hastighedsgradienter), og udtrykker raten af forskydningsdeforma-
tion, se figur 3.7. Disse kan skrives som
εxy = εxy =
1
2
(
∂vx
∂y
+
∂vy
∂x
)
,
εyz = εzy =
1
2
(
∂vy
∂z
+ ∂vz
∂y
)
,
εzx = εxz =
1
2
(
∂vz
∂x
+ ∂vx
∂z
)
.
(3.25)
Figur 3.7: Straintensorens elementer uden for diagonalen angiver forskydningsde-
formationen af et volumenelement, dvs. hvordan volumenet bliver vredet.
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Figur 3.8: Vorticitetsvektoren angiver drejningen af et volumenelement i væsken.
Tilsvarende skrives elementerne i ξ som
ξzy = −ξyz =
1
2
(
∂vz
∂y
−
∂vy
∂z
)
,
ξxz = −ξzx =
1
2
(
∂vx
∂z
− ∂vz
∂x
)
,
ξyx = −ξxy =
1
2
(
∂vy
∂x
− ∂vx
∂y
)
.
(3.26)
Betragt nu vektoren

 ωxωy
ωy

 =

 −2ξyz−2ξzx
−2ξxy

 =


∂vz
∂y
−
∂vy
∂z
∂vx
∂z
− ∂vz
∂x
∂vy
∂x
− ∂vx
∂y

 = ∇× v. (3.27)
Vi kan se, at vi får rotationen af hastighedsvektoren, eller vorticitetsvektoren.
Hvis vi betragter et af elementerne, f. eks. ωz = ∂vy/∂x−∂vx/∂y, ser vi, at denne
angiver det dobbelte af vinkelhastigheden rundt om z-aksen, se figur 3.8.
Vi får nu, at deformationstensoren (ligning 3.18) kan skrives som
δv = δvS + δvA, (3.28)
hvor ’S’ står for den symmetriske del (ε), og ’A’ står for den asymmetriske del ξ,
og hvor
δvi
s =
∑
j εijxj ,
δvi
A =
∑
j ξijxj .
(3.29)
Deformationstensoren beskriver altså, hvordan et volumenelement deformeres
af det rumligt varierende hastighedsfelt. I næste kapitel vil vi se, hvordan de for-
skydninger, der opstår ved deformation, spiller sammen med spændinger i væsken.
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3.4 Inkompressible Newtonske væsker og isotrope viskøse
spændinger
I en isotrop væske i hvile er der ikke nogen foretrukne retninger, og spændingsten-
soren er bestemt af trykket, σij = −pδij .
Når væsken sættes i bevægelse, definerer hastighedsfeltet vi(x, t) en retning i
hvert punkt. Som nævnt tidligere, kan hastigheden i et punkt ikke i sig selv give
anledning til spændinger i væsken. Det ville kunne lede til den absurde situation,
at vi i et koordinatsystem med passende hastighed ville opleve, at spændingerne
forsvandt i det pågældende punkt.
Det vil sige, at de viskøse spændinger er bestemt af straintensoren ε, og hvis
væsken er inkompressibel, er sporet af ε,
∑
i∇ivi = ∇ · v = 0. Vi ved også at
sporet af en matrix er invariant overfor kartesiske koordinattransformationer, hvil-
ket stemmer overens med, hvad vi forventer af divergensen af en vektor. Derfor vil
den mest generelle og symmetriske tensor, man kan konstruere ud fra hastigheds-
gradienten, være
σij = −pδij + µ (∇ivj +∇jvi) (3.30)
Det er klart, at µ er forskydningsviskositeten fra Newtons lov om viskositet.
Dette indses ved at indsætte det plane flow fra figur 3.5, v = (vx(y), 0, 0). For
dette felt vil de eneste forskydningsspændinger være σxy = σxy = µ∇yvx(y).
3.4.1 Navier-Stokes ligninger for inkompressibelt flow
Hvis vi nu husker den effektive krafttæthed, fi⋆ = fi +
∑
j ∇jσij , får vi ved at
indsætte ligning 3.30 i denne (husk ∇ · v = 0), at
fi
⋆ = fi +
∑
j
∇jσij
= fi −∇ip+ µ

∑
j
∇i∇jvj +
∑
j
∇2jvi


= fi −∇ip+ µ∇
2vi. (3.31)
Her antager vi, at væsken er homogen, så viskositeten (ligesom densiteten) er
ens i hele væsken. Dette er den kraft, der sammen med ydre kræfter accelererer
hver lille del af væsken. Nu mangler vi bare at formulere Newtons anden lov, så vi
kan indsætte ligning 3.31 og få en bevægelsesligning for væsken.
Lad os begynde med at introducere følgende operator som kaldes materialets
lokale tidsafledte:
D
Dt
=
∂
∂t
+ v(x, t) · ∇ (3.32)
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Dette er en blandet partiel operator i tid og rum, som kan anvendes på ethvert
felt. Det første led på højresiden repræsenterer størrelsen af feltets tidslige ændring
lokalt i et fast punkt x. Det andet led kaldes nogle gange inerti- eller transportledet
og beskriver, hvordan det aktuelle felt ændrer sig, når man følger et volumenele-
ment, der flyder afsted.
Hvis vi f.eks. ser på, hvordan hastighedsfeltet ændrer sig, så kan der finde en
acceleration sted, selvom ∂v/∂t = 0. Dette vil være situationen, hvis vi har en
væske, som flyder i en cirkel med konstant hastighed. Grunden til dette er, at ha-
stighedsfeltet i et punkt ikke ændrer sig, men et volumenelement vil efter et stykke
tid have flyttet sig til et punkt med en anden hastighed.
For et volumenelement, der flyder med i væsken, vil vi få et udtryk for materi-
alets lokale accelerationsfelt, hvis vi anvender 3.32 på hastighedsfeltet,
w =
Dv
Dt
=
∂v
∂t
+ (v(x, t) · ∇)v(x, t). (3.33)
Lad os nu se på Newtons anden lov for et vilkårligt volumenelement med masse
dM = ρdV . Da får vi, at
w dM = dF, (3.34)
hvor w er accelerationen fra ligning 3.33, og dF er den samlede kraft, der virker
på volumenelementet. Vi har fra ligning 3.13, at den samlede kraft på et volume-
nelement er givet ved dF = f⋆ dV , hvor fi⋆ = fi +
∑
j ∇jσij er den effektive
krafttæthed. Hvis vi dividerer ligning 3.34 med dV får vi
ρw = ρ
Dv
Dt
= ρ
(
∂v
∂t
+ (v · ∇)v
)
= f⋆. (3.35)
Hvis vi nu sætter ligning 3.35 lig med ligning 3.31 og dividerer igennem med ρ,
får vi Navier-Stokes dynamiske ligning for inkompressibelt flow:
∂v
∂t
+ (v · ∇)v =
f
ρ
−
1
ρ
∇p+
µ
ρ
∇2v, (3.36)
hvor f typisk vil bestå af tyngdekraften samt evt. den kraft, der stammer fra over-
fladespændingen, og η = µ
ρ
er den kinematiske viskositet. Sammen med kontinui-
tetsligningen, som for inkompressibelt flow giver
∇ · v = 0, (3.37)
har vi nu fire ligninger for de fire felter vx, vy, vz samt p. Det er dog vigtigt at
bemærke, at mens hastighedsfelterne opfører sig ifølge dynamiske ligninger med
hver sine tidsafledte, så er trykfeltet kun indirekte givet ved den fysiske betingelse
om inkompressibilitet. Vi får, hvis vi tager divergensen af ligning 3.36, at
∇2p = −ρ ∇ · (v · ∇)v +∇ · f , (3.38)
når vi husker at divergensen af hastighedsfeltet er nul.
Kapitel 3: Fysikteori 39
Dette er Poissons ligning for trykket. En løsning til denne vil have samme form
som det gravitationelle potentiale for en given massefordeling [Lautrup, 2005].
Derfor vil trykket på en ikke-lokal måde afhænge af ændringer i hele feltet på højre
side af ligning 3.38. Det ikke-lokale tryk vil umiddelbart formidle enhver ændring
i hastighedsfeltet til resten af væsken.
Da der i virkeligheden ikke findes inkompressible væsker, sætter lydens hastig-
hed en øvre grænse for, hvor hurtigt enhver ændring i flowet kommunikeres ud til
resten af væsken. I lavalampen, hvor afstandene er små, kan vi derfor antage, at
flowet er inkompressibelt.
Hvad angår numerisk løsning, så vil approksimationsfejl gøre, at væsken ikke
er inkompressibel, hvilket er et typisk problem, når man prøver at finde numeriske
løsninger til Navier-Stokes ligninger for inkompressibelt flow. Typisk vil man lave
nogle smarte udglattende algoritmer, der sørger for, at massen i et volumenelement
er bevaret.
En af de eksterne kræfter, der er på spil i lavalampen, og som derfor optræder
som et led i Navier-Stokes ligninger, er de kræfter, der stammer fra overfladespæn-
dingen. Youngs-Laplaces lov viser, hvordan et trykfald hen over en grænseflade
relateres til fladens middelkrumning. Det vil sige, at hvis vi kender overfladespæn-
dingen og grænsefladens position og form, vil vi kunne beregne trykfaldet hen over
grænsefladen. Dette vil i sin tur give overfladespændingens kraftbidrag. I det, der
følger, vil udlede den omtalte sammenhæng.
3.5 Grænsefladens fysik
De fænomener, vi ser i lavalampen, er i betydelig grad påvirket af den indbyrdes
påvirkning mellem de to væsker. Disse påvirkninger er, til forskel fra f.eks. tyng-
dekraften, påvirkninger som foregår der, hvor der er kontakt mellem de to væsker;
det man også kalder kontaktfladen.
En flade er et matematisk begreb, og beskrives i matematikken som et objekt
med en eller flere dimensioner mindre end det rum, vi kigger på. En grænseflade
er det sted, hvor påvirkningerne finder sted, og er til forskel fra kontaktfladen en
fysisk kendsgerning. Den har en endelig tykkelse og adskiller de to væsker, som
begge kan betragtes som dele af bulken (eng: bulk - det indre af væsken).
Grænsefladen er karakteriseret ved, at de fysiske egenskaber ændres kraftigt
over en så lille afstand, at den er sammenlignelig med den molekylære afstand. Set
fra et makroskopisk perspektiv ser dette fysiske lag uendeligt tyndt ud, og det er
stort set sammenfaldende med den matematiske flade, der adskiller de to væsker
i rummet. Derfor opstår noget af et paradoks: Dette fysiske (tredimensionale) lag,
som i vores kontinuumsbetragtning optræder som en matematisk (todimensionel)
flade, har makroskopiske egenskaber, f.eks. energi.
Vil vi f.eks. ændre overfladens areal, er vi nødt til at udføre et arbejde, og der-
med tilføre overfladen energi. Grunden til dette er, at molekylerne i bulken bliver
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Figur 3.9: Todimensionalt tværsnit af en en primitiv model for et materiale, der
grænser til vakuum. Et molekyle på overfladen har kun 5 bindinger, mens et mole-
kyle i bulken har 6.
tiltrukket af lige store kræfter i alle retninger, mens molekylerne i overfladen, som
kun deler bindinger med molekyler, der befinder sig i bulken eller i overfladen,
oplever en nettokraft, der er rettet indad mod bulken. Se figur 3.9.
Dette kan også forklares ved en energibetragtning: Molekylerne i overfladen
besidder noget strukturel energi, som vil frigives, hvis de får lov at danne en ekstra
binding, altså får lov at tilhøre bulken.
Det er en termodynamisk sandhed, at et system, der får lov at relaksere frit, vil
nå den laveste mulige energitilstand, hvilket her betyder at minimere sin overflade.
I en væske, der frit kan ændre form, vil der derfor efter noget tid opstå en ligevægt,
når de kræfter, der trækker grænsefladen ind mod midten, balanceres af de kræfter,
der skyldes det indre tryk.
Skabelsen af ekstra overflade forudsætter altså, at man udfører et arbejde (tilfø-
rer overfladen energi), da man er nødt til at hive nogle molekyler væk fra bulken og
ud til overfladen. Denne ‘modstand’ mod arealudvidelse kalder vi overfladespæn-
ding.
For at øge en overflades areal en lille smule, dA, er vi nødt til at udføre et
arbejde dW , der svarer til den frie energi, der er lagret i et nyt stykke overflade:
dW = γ dA. (3.39)
Her er γ overfladespændingen, og vi ser, at den er analog til trykket, som angi-
ver det arbejde, der skal til for at øge et volumen. Deraf enheden kraft pr. længde-
enhed, eller ækvivalent, energi pr. arealenhed.
Formelt definerer man overfladespændingen som en kraft pr. længdeenhed,
som virker vinkelret på en linie i overladen. Antag, at vi prøver at strække en over-
flade stykket ds langs en linie med længde L (se figur 3.10), da vil overfladens
areal vokse med dA = Lds. Det betyder, at det arbejde, vi skal udføre, hedder
dW = γ Lds. Da dW = F ds, får vi F/L = γ.
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Figur 3.10: En ekstern kraft F udfører arbejdet dW = Fds for at strække fladen
stykket ds. Arealforøgelsen er dA = Lds, og således bliver kræften F = γL.
Overfladespændingen γ = F/L.
Eksempel 6 - Den sfæriske væskeboble
Vi forestiller os en bold af væske i vakuum. Overfladespændingen prøver at trykke
bolden sammen, men stoppes af et voksende tryk, ∆p, inde i væsken, så der opstår
en ligevægt.
Nu prøver vi at øge radius med stykket da, hvilket indebærer, at vi skal udføre
et arbejde (mod overfladespændingen) dW1 = γ dA = γ d(4πa2) = γ 8πa da. Til
vores hjælp har vi trykket, som bidrager med dW2 = −∆p dV = −∆p 4a2 da. I
ligevægt vil dW1 = −dW2 , og vi får, at
∆p = 2
γ
a
. (3.40)
Det vil sige, at trykstigningen er omvendt proportional med boldens radius.
Man vil opnå samme resultat, hvis man tager udgangspunkt i den noget mere ge-
nerelle Young-Laplace lov.
3.5.1 Young-Laplaces lov
Den generelle beskrivelse af en to-dimensional flade kan udtrykkes ved de to ho-
vedkrumninger, med dertil hørende krumningsradier, R1 og R2, og hvis de to
krumningsretninger er ortogonale, vil beskrivelsen af fladen i et punkt være en-
tydig, uanset parameterisering og valg af krumningsretninger [Pressley, 2003, s.
137].
På figur 3.11 ses de to krumningsradier hørende til et udsnit af en flade. Hvis
fladen forskydes radialt en lille afstand dz, så vokser arealet
∆A = (x+ dx) (y + dy)− xy ≈ x dy + y dx. (3.41)
Ved sammenligning af de indbyrdes lignende trekanter, får vi følgende relatio-
ner mellem dx og dy krumningsradierne:
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Figur 3.11: Ved en forskydning dz af væskeoverfladen, ændres arealet fra xy til
(x + dx) (y + dy). Forholdet mellem radius og siderne i overfladen forbliver dog
konstant.
x+ dx
R1 + dz
=
x
R1
⇔ dx = x
dz
R1
, (3.42)
y + dy
R2 + dz
=
y
R2
⇔ dy = y
dz
R2
. (3.43)
Da dW1 = ∆p xy dz = γ(x dy + y dx) = dW2 får vi udtrykket, som kendes
som Young-Laplaces lov:
∆p = γ
(
1
R1
+
1
r2
)
. (3.44)
Der ses let, at det tidligere resultat for den kugleformede væske ligeledes følger
af Young-Laplaces lov.
3.6 Navier-Stokes ligninger med overfladespænding
Fra afsnittet om grænsebetingelser (3.2.5) ved vi, at de elementer i stresstensoren,
som definerer stressvektoren hen over en grænseflade, skal være kontinuerte. For
en flade med normalvektor i x-retningen betyder dette blandt andet, at σxx (som
ifølge ligning 3.9 er ‘trykket’ i x-retningen) skal være kontinuert, da den bestem-
mer førstekoordinaten i stressvektoren. Det vil sige, at der for to væsker skal gælde,
at stressvektoren
dFx
dS
= σ · nx =

 σxxσyx
σzx

 , (3.45)
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skal være ens for begge væsker lige ved grænsefladen. For en plan flade betyder
dette ikke noget særligt, men ifølge Young-Laplaces lov (ligning 3.44) vil det for
en krum flade gælde, at der er en diskontinuitet i trykket hen over fladen, og dermed
også i stressvektorens første koordinat.
For at opretholde Newtons tredje lov er vi altså nødt til at tilføje overfladespæn-
dingens kraftbidrag til Navier-Stokes ligninger. Det er dog afgørende, at dette kraft-
bidrag forsvinder, når vi ikke befinder os på grænsefladen, hvilket vil sige, at vi må
gange denne kraft med en δ-funktion, som kun er forskellig fra nul, når vi er på
grænsefladen. Da bliver Navier-Stokes ligning (3.36) til
∂v
∂t
+ (v · ∇)v =
f
ρ
−
1
ρ
∇p+
µ
ρ
∇2v −
γ
ρ
κδn, (3.46)
hvor n er en normalvektor til grænsefladen.
Det er ikke entydigt, hvordan dette ekstra led i ligningen skal forstås, og endnu
mindre hvordan det skal beregnes. Problemet er, at grænsefladen kan deformeres
med flowet, så det er ikke let at holde styr på, hvad der sker med den. Alligevel skal
man bruge både positionen, krumningen og en normalvektor til denne flade, hvilket
vil sige, at man skal kende både position samt første og anden rumlige afledte af
fladen for at beregne kræften fra overfladespændingen.
I kapitel 5 vil vi indføre en funktion, φ, som gør det muligt at beregne grænse-
fladens krumning og position (og dermed overfladespændingskraften) og samtidig
angive, hvorvidt det er den ene eller den anden væske, som befinder sig i et givet
volumenelement. Dette giver os mulighed for at beskrive begge væskers flow med
samme Navier-stokes ligning.
Før vi tager fat på det, skal vi imidlertid lære lidt om en speciel matematisk
metode, som man kan bruge til at beregne denne type ligninger i tid og rum.
Kapitel 4
Matematikteori
Navier-Stokes ligninger er differentialligninger, som kræver en tidslig løsning for
alle punkter i rummet, hvis vi ønsker at se, hvordan fænomener i lavalampen op-
fører sig. Det er selvsagt utroligt svært - hvis ikke umuligt - at finde en analytisk
løsning til disse ligninger, hvis ikke rand- og begyndelsesbetingelserne er helt ide-
elle. Derfor vil man typisk benytte sig af numeriske løsninger.
For at få en numerisk løsning skal vi imidlertid bruge nogle avancerede meto-
der, da en simpel Euler-fremskrivning af systemets begyndelsesbetingelser vil være
en helt uoverskuelig stor datamængde, og der er samtidig meget lille sikkerhed for,
at den løsning, vi ville få, kommer til ligne noget i retning af det rigtige fænomen.
For at være i stand til at finde en løsning til ligningerne samt at behandle og
beregne denne løsning inden for en overskuelig tidsramme må vi have fat i en
metode, som formår at beskrive løsningen med en begrænset datamængde, uden at
unødigt meget information går tabt.
Den metode, man typisk vil anvende i denne type af problemer, er den såkaldte
Finite Element Metode (FEM). Det er den metode, som programmet Femlab be-
nytter sig af, og derfor den metode, vi vil bruge til at simulere udvalgte fænomener
i lavalampen. Vi vil nu forsøge at forklare lidt nærmere, hvad principperne i finite
element metoden går ud på.
4.1 Finite Element Metoden
Finte element metoden er en matematisk metode til at repræsentere funktioner, som
har den meget store fordel, at den er designet således, at den er særligt anvendelig
for en computer.
Man plejer typisk at sige, at en computer ikke er særlig god til at forstå ma-
tematik. Den er god til at forstå tal og god til at regne, og det er netop det, der er
grundideen i finite element metoden.
Denne metode dækker over det meget simple princip, at man kan beskrive en
funktion i rummet ved at dele rummet ind i et endeligt antal finite elements, hvor
man i hvert af disse elementer kan finde en lokal repræsentation af funktionen
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ved en interpolation af allerede kendte funktioner. Således kan man beskrive en
funktion ved et endeligt sæt koefficienter og en viden om, hvordan man har inddelt
rummet.
For at løse differentialligninger med givne randbetingelser med denne metode
vil man starte med at finde lokale løsninger i hvert af elementerne, som passer
på randbetingelserne. Den samlede løsning til differentialligningen kan findes som
summen af de lokale løsninger og vil være entydigt beskrevet ved disse. Således er
det muligt at fremskrive systemet i tiden ved at iterere over disse elementer.
Men lad os gemme løsninger af differentialligninger til senere og i stedet kigge
lidt nærmere på, hvordan funktioner repræsenteres med finite element metoden.
4.1.1 Inddeling af domæner
Vi forestiller os nu, at vi har et eller andet lukket afgrænset domæne, Ω, hvori vi
gerne vil beskrive en funktion u(x). Domænet og funktionen kan i princippet have
så mange dimensioner, det skal være, men geometrisk set er det nok nemmest at
forestille sig en funktion i det 3-dimensionale rum - f.eks. u : (x, y)→ z.
Vi inddeler nu vores domæne i et endeligt antal,E, mindre deldomæner (som vi
kalder elementer), Ωe, som er parvis disjunkte, og hvor foreningen af de afsluttede
elementer udgør afslutningen af vores domæne,
Ω =
E⋃
e=1
Ω¯e. (4.1)
Regionen Ω˜ kaldes den sammenhængende model for Ω og er defineret ved
foreningen af de afsluttede elementer, Ω¯e, sammen med et endeligt antal, G, af
punkter, som kaldes de globale knudepunkter. For hvert element, Ω¯e, defineres
ligeledes et sæt af punkter, som kaldes de lokale knudepunkter. Hvis man definerer
∂Ω˜ som foreningen af randene ∂Ωe for e = 1, 2, . . . , E, så skal der eksistere en
bijektiv afbildning, Ω¯e → Ω˜ ∩ Ω¯e, som sender randen fra et element, Ω¯e, ind i
∂Ω˜∩ Ω¯e, og særligt skal denne afbildning føre de lokale knudepunkter fra Ω¯e over
i de respektive globale knudepunkter i Ω˜.
Dette kan umiddelbart lyde lidt indviklet, men egentlig er ideen ret simpel og
drejer sig blot om det krav, at de små elementer skal passe sammen og tilsammen
udgøre en finite element opdeling af domænet. Dette er nødvendigt for at kunne
lave en finite element opdeling af den funktion, som vi vil beskrive. Se figur 4.1.
Sådan en finite element opdeling af domænet kaldes typisk et mesh, da det ofte
ligner en eller anden form for gitter, hvis man forsøger at tegne det. Se figur 4.1.
Ofte er det også ret praktisk at tænke på det som et gitter, hvor gitterpunkterne
svarer til globale knudepunkter i modellen af domænet.
4.1.2 Beskrivelse af funktioner
Ved en finite element repræsentation af en funktion, u(x), x ∈ Ω, menes en inter-
polation af u(x) ved funktionen U(x) defineret på en finite element model Ω˜ af Ω,
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Figur 4.1: Et enkelt element skal passe ind i meshet, således at samtlige knude-
punkter i elementet passer til knudepunkterne i meshet, og således at randen af
elementet passer ‘gitteret’ i meshet.
hvor både U(x) er sammenfaldende med u(x), og de afledte af U(x) passer med
de afledte af u(x) til en hvis orden q, i alle knudepunkter af Ω˜ [Oden and Reddy,
1976, s. 206].
Vi vil nu præsentere den generelle definition af finite element interpolationer,
så hold tungen lige i munden og trøst dig ved, at det bliver simplere senere, når vi
begrænser os til vores fysiske situation.
Ideen er naturligvis, at man bygger denne interpolation op af lokale interpola-
tioner fra hvert af elementerne i Ω˜. Lad os derfor betragte et enkelt element Ωe som
om, det var isoleret fra resten af domænet. Vi introducerer nu en mængde af funk-
tioner på dette element, {ψα,Ne (x)|N = 1, 2, . . . , Ne; |α| ≤ q}, hvor Ne beskriver
antallet af lokale knudepunkter i Ω¯e. Disse funktioner kalder vi formfunktionerne
af q’te orden på Ωe, og de er alle defineret til at have følgende egenskaber:
ψα,Ne (x) ≡ 0 , for x /∈ Ω¯e (4.2)
Dβψα,NN (x
M
e ) = δNMδ
βα, (4.3)
hvor xe er et knudepunkt i Ω¯e, og N,M = 1, 2, . . . , Ne er indeks på knudepunk-
terne. α og β er multi-indeks
(
α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Z
n
+
)
, hvor |α|, |β| ≤ q, og
δαβ = δα1β1δα2β2 . . . δαnβn [Oden and Reddy, 1976, s. 207].
Således vil de lokale formfunktioner ψα,Ne (x) have de egenskaber, at de kun
er forskellige fra nul på elementet Ω¯e, og værdien af deres afledte af orden mindre
end q er enten nul eller en på knudepunkterne i elementet.
En lokal finite element repræsentation af q’te orden er en funktion Ve(x), som
er en linearkombination af formfunktionerne af orden q på elementet Ω¯e:
Ve(x) =
Ne∑
N=1
∑
|α|≤q
aα,Ne ψ
α,N
e (x). (4.4)
Da formfunktionerne har den særlige egenskab, som er defineret i ligning 4.3,
får koefficienterne aα,Ne den smarte egenskab, at de netop er de afledte af Ve(x) i
knudepunkterne:
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DβVe(x
N
e ) = a
β,N
e . (4.5)
Hvis nu u(x) er en Cr-funktion på Ω, hvor r ≥ q, så vil den lokale q’te ordens
interpolation af u(x) på Ωe være givet ved ligning 4.4 med det særlige valg af
koefficienter
aα,Ne = D
αu(xNe ), (4.6)
og derved fås interpolationen
Ue(x) =
Ne∑
N=1
∑
|α|≤q
Dαu(xNe )ψ
α,N
e (x). (4.7)
Det er klart, at U(x) fås som summen af Ue(x) for e = 1 til E. Derved har vi
nu en global finite element repræsentation af funktionen u(x) på Ω.
4.1.3 Lagrange elementer
Måden, man definerer funktioner i finite element metoden på, kan virke meget
kompliceret. Der er mange indeks og bogstaver, man skal holde styr på. Ideen er
imidlertid, at beskrivelsen af en funktion afhænger af valget af mesh og af form-
funktioner. Når disse er valgt, så skal repræsentationen være entydig.
Det er derfor klart, at meget afhænger af valget af mesh og formfunktioner.
Typisk er dette kun et enkelt valg, da bestemte formfunktioner skal have et særligt
mesh, for at løsningen kan blive entydig. Der findes mange forskellige ‘pakker’,
man kan bruge, og FemLab kender de fleste af dem, men en af de mest brugte er
Lagrange elementerne.
Ved Lagrange elementerne forstås, at en lokal interpolation på et element, Ω¯e,
er entydigt beskrevet ved dens værdier i knudepunkterne af elementet. Formfunk-
tionerne til disse elementer er af orden q = 0. Derved forstås ved Lagrange meto-
den, at funktionen beskrives ved en interpolation af værdier i knudepunkterne og
ikke de afledte [Oden and Reddy, 1976, s. 235].
I Lagrange metoden findes flere forskellige opdelinger af domænet, som har
forskellige styrker og svagheder. Det mesh, som vi bruger, er beskrevet ved en
såkaldt triangulering af domænet. Det vil sige, at i et n-dimensionalt domæne er
hvert element beskrevet ved n + 1 særlige punkter, som ikke må ligge i et (n −
1)-dimensionalt hyperplan. Disse elementer kaldes også n-simplex. I R2 er hvert
element beskrevet ved en trekant, som har et knudepunkt i hvert hjørne, men det
skal med det samme siges, at der sagtens kan være flere knudepunkter, som ikke
ligger på hjørnerne i trekanten, Ne ≥ n+ 1.
Formfunktionerne i Lagrange metoden er beskrevet ved polynomier af grad
mindre eller lig med k, hvor k er et heltal, som er større eller lig med 0. Mængden
af polynomier på elementet Ωe beskrives således:
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Pk(Ωe) = {p(x) : p(x) er et polynomium af grad ≤ k, x ∈ Ωe} (4.8)
HvisψNe (x) ∈ Pk(Ωe), skal sættet af knudepunkter,Le = {xNe |N = 1, 2, . . . , Ne},
i Ωe være konstrueret således, at givet et hvilket som helst sæt af reelle tal, {µN |N =
1, 2, . . . , Ne}, eksisterer der et entydigt polynomium p(x) ∈ Pk(Ωe) således at
p(xNe ) = µN , 1 ≤ N ≤ Ne. (4.9)
Når denne betingelse er opfyldt, siges sættet af knudepunkter, Le, at være k-
unisolvent: Hvis man specificerer Ne værdier af p(x) ∈ Pk(Ωe) i punkterne xNe ,
vil polynomiet p(x) være entydigt bestemt [Oden and Reddy, 1976, s. 236].
4.1.4 Præcision af finite element løsninger
Et af de spørgsmål, vi rigtig gerne vil have et svar på, angående finite element
metoden, er, hvorvidt finite element interpolationen, U(x), ligger tæt på den rigtige
funktion u(x). Heldigvis findes der en sætning, som udtaler sig præcis om dette,
men før vi kan tage fat på den, skal vi lige have nogle få definitioner på plads.
Hvis Le er sættet af knudepunkter i Ωe, så siges Ωe at være Le-stjerneformet
hvis, for hvert punkt x, som ligger i Ωe, indeholder Ωe også linien, som går fra x
til xNe for alle N = 1, 2, . . . , Ne. Med andre ord, Ωe er Le-stjerneformet, hvis alle
punkter i elementet kan ‘ses’ fra ethvert af elementets knudepunkter.
Den interpolationssætning, vi vil forsøge at vise, benytter sig af Fréchet dif-
ferentation, som kræver en smule forklaring. Fréchet differentation defineres på
samme måde, som almindelig differentation i flere dimensioner, hvis vi har en
operator F , fra et normeret rum af vilkårlig dimension til et andet, og der findes en
løsning til ligningen
lim
‖η‖→0
F (u+ η)− F (u)−DF (u, η)
‖η‖
= 0, (4.10)
sigesDF (u, η) at være den Fréchet afledte til F . Det er værd at bemærke, at denne
afledte er lineær i η, hvorved DF (x, η) = DF (u) · η. Dette gør DF (u, η) til en
symmetrisk tensor, som beskrevet i appendiks A.
I vores tilfælde kigger vi imidlertid kun på funktioner fra Rn ind i R, og der-
med bliver den Fréchet afledte det samme som den totalt afledte eller Jacobi matri-
cen. Vi skriver derfor, at den k’te Fréchet afledte er operatoren Dk med egenskaben
Dku(x) · (ξ1, ξ2, . . . , ξk) = D
ku(x) · (ξi1 , ξi2 , . . . , ξik), (4.11)
hvor (ξ1, ξ2, . . . , ξk) er et arbitrært sæt af k vektorer i Rn, og (ξi1 , ξi2 , . . . , ξik) er
en vilkårlig omarrangering af disse vektorer. Dette svarer til, at differentationsræk-
kefølgen er ligegyldig.
De sædvanlige partielle afledte af u(x) fås let fra Dku(x) ved at multiplicere
med de respektive enhedsvektorer, f.eks.
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∂u(x)
∂xi
= Du(x) · ei eller
∂2u(x)
∂xi∂xj
= D2u(x) · (ei, ej). (4.12)
Vi definerer desuden en norm af den Fréchet afledte
‖Dku(x)‖ = sup{|Dku(x)·(ξ1, ξ2, . . . , ξk)| , |ξi| ≤ 1 ; i = 1, 2, . . . , k}, (4.13)
som slet og ret bør tolkes som supremum af en funktion af k vektorer i Rn, da vi
husker på, at Dku(x) blot er en matrix, som indeholder de afledte af u i punktet x.
Når nu vi har disse ting på plads, kan vi begynde på interpolationssætningen,
som kommer til at se således ud:
Finite element interpolationssætningen for Ck funktioner
Lad u(x) være en funktion med egenskaberne
i u(x) ∈ Ck(M) M ⊂ Rn,
ii Dk+1u(x) eksisterer ∀ x ∈M,
hvor k er et fastsat heltal større end nul, og M er et Le-
stjerneformet domæne, beskrevet ved Lagrange elementer, hvor
Le = {x
N
e |N = 1, 2, . . . , Ne} er et k-unisolvent sæt af knude-
punkter på elementet Ωe ⊂ Rn, med Ue(x) som det entydige in-
terpolationspolynomium af grad mindre end k af u(x). Lad desu-
den
Ck+1 ≡ sup
x∈Ωe
‖Dk+1u(x)‖ <∞,
hvor ‖Dk+1u(x)‖ er Fréchet normen.
Så vil der, uafhængigt af u, eksistere positive konstanter C =
C(n, k,m, Lˆk), hvor Lˆk er sættet af knudepunkter i et mønster-
element, som er forbundet til Ωe via en entydig bijektiv afbildning.
For ethvert heltal m, 0 ≤ m ≤ k, gælder det såldes, at
sup
x∈Ωe
‖Dmu(x)−DmUe(x)‖ ≤ C Ck+1
hk+1
ρm
,
for h = max1≤e≤E{he} og ρ = min1≤e≤E{ρe}, hvor he er den
maksimale diameter af elementet Ωe, og ρe er den maksimale di-
ameter af en cirkel, som ligger helt inde i Ωe. Se figur 4.2. [Oden
and Reddy, 1976, s. 269]
Beviset for denne sætning er temmelig langt, og derfor vil vi nøjes med at
henvise til Oden and Reddy [1976].
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Figur 4.2: Rundheden af et Lagrange element kan beskrives ved parametrene he og
ρe, hvor he er diameteren af selve elementet (den længste side i trekanten), og ρe
er diameteren af den største cirkel, som kan tegnes inden i elementet.
Det, som sætningen siger, er, at for (k+1)-differentiable funktioner er forskel-
len mellem funktionen u(x) og interpolationen Ue(x) på elementet Ωe endelig, og
ligeså for alle deres afledte indtil orden k, uanset u eller x. Den øvre grænse for
forskellen er givet ved parametrene h og ρ, som beskriver kvaliteten af meshet.
Derved kan vi gøre nøjagtigheden vilkårligt fin ved at anvende et passende mesh.
Det er imidlertid værd at lægge mærke til, at det ikke nødvendigvis er sådan,
at et finere mesh giver bedre nøjagtighed i interpolationen. F.eks. er det muligt at
forfine meshet ved at ændre på ρ uden at ændre på h, således at meshet består af
lange smalle elementer, som faktisk kan give en dårligere nøjagtighed.
4.2 Løsning af randværdiproblemer
Vender vi tilbage til vores differentialligningsproblem, har vi fået reduceret proble-
met fra at finde en global løsning på domænet til at finde flere lokale løsninger på
mindre delelementer af domænet. Dette er smart fordi, vi allerede har lagt os fast
på, hvordan vi vil beskrive disse lokale løsninger - nemlig via formfunktionerne,
meshet og et passende sæt koefficienter.
Når vi for eksempel skal løse en Poisson ligning for trykket har vi et udtryk,
som ser således ud:
−∇2p = −ρ∇ · (v · ∇)v +∇ · f . (4.14)
Dette vil vi for vores finite element fremstilling skrive som en funktion af stedet
x, da både p, v og f er funktioner af x. Derfor kan vi omskrive ligningen til denne
simple matematiske form:
−∇2p(x) = F (x) , x ∈ Ω. (4.15)
Givet et sæt af randværdier for dette differentialligningsproblem kan vi finde
en finite element løsning, som opfylder ligningen i alle knudepunkter.
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4.2.1 Et eksempel i en dimension
At løse Poissons ligning er temmeligt kompliceret, og det er ikke noget, man nemt
kan forklare på papir. Lad os derfor til eksempel kigge på en endimensional analog
til vores Poisson ligning
−
d
dx
(
a(x)
dp
dx
)
= F (x) , x ∈ [0, 1], (4.16)
hvor vi søger en løsning, som opfylder randbetingelserne p(0) = 0 og p(1) = 0.
Den ekstra faktor a(x) indgår ikke i den oprindelige Poisson ligning, og som det
ses, har den heller ikke nogen indflydelse på valget af løsningsmetode. Vi tager den
kun med for at understrege en pointe senere.
For at komme nærmere en løsning af denne ligning benytter vi det trick, at vi
kan forlænge med en funktion på begge sider af lighedstegnet. ν(x), x ∈ [0, 1] er
en vilkårlig differentiabel testfunktion, som opfylder, at ν(0) = 0 og ν(1) = 0:
−
d
dx
(
a(x)
dp
dx
)
ν(x) = F (x)ν(x) , x ∈ [0, 1]. (4.17)
Dette giver ved integration
∫ 1
0
−
d
dx
(
a(x)
dp
dx
)
ν(x)dx =
∫ 1
0
F (x)ν(x)dx. (4.18)
Ved partiel integration af venstresiden
∫ 1
0
−
d
dx
(
a(x)
dp
dx
)
ν(x)dx =
∣∣∣∣−a(x)dpdxν(x)
∣∣∣∣
1
0
+
∫ 1
0
a(x)
dp
dx
dν
dx
dx, (4.19)
kan vi udnytte, at ν(0) = 0 og ν(1) = 0, og således omskrive ligning 4.18 til
∫ 1
0
a(x)
dp
dx
dν
dx
dx =
∫ 1
0
F (x)ν(x)dx. (4.20)
Problemet er således at finde en funktion p(x), hvor p(0) = p(1) = 0, og som
opfylder ligning 4.20 for alle testfunktioner ν(x) med ν(0) = ν(1) = 0. Dette
kaldes at løse randværdiproblemet på svag form, og dette er relevant for os, da det
også er den måde, Femlab løser randværdiproblemer på.
Det er værd at bemærke, at dette udtryk også giver mening, hvis p(x) og ν(x) er
kontinuerte men kun stykkevis differentiable med stykkevis kontinuerte afledede.
Samtidig giver det også mening, hvis a(x) og F (x) kun er stykkevis kontinuerte
og dermed ikke differentiable på hele intervallet. Dette er noget af en udvidelse
af løsningsrummet i forhold til ligning 4.16, og det er nu, at det for alvor giver
mening, hvorfor man vil løse ligningen med finite element metoden.
Ligningen giver nemlig også mening, hvis p(x) og ν(x) skrives som en li-
nearkombination af en mængde af formfunktioner, som er lineært uafhængige.
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Lad derfor ψk, k = 1, 2, . . . , N være N lineært uafhængige kontinuerte og styk-
kevis differentiable funktioner på intervallet [0, 1], som opfylder randbetingelsen
ψk(0) = ψk(1) = 0, og lad os udtrykke p(x) og ν(x) som linearkombinationer af
disse:
pˆ(x) =
N∑
k=1
pkψk(x) = p1ψ1(x) + . . .+ pNψN (x) (4.21)
νˆ(x) =
N∑
k=1
νkψk(x) = ν1ψ1(x) + . . .+ νNψN (x). (4.22)
Den approksimative løsning, vi får til randværdiproblemet, hviler på vores valg
af formfunktioner, og det må være rimeligt at antage, at vi kan tilnærme u(x) vil-
kårligt nøjagtigt med et passende sæt af formfunktioner.
Det er til gengæld lidt af en overraskelse, at man kan tilnærme ν(x) med samme
sæt af formfunktioner. Ligning 4.20 skal gælde for alle testfunktioner, som op-
fylder randbetingelsen, og det må derfor være noget af en reduktion af rummet
af testfunktioner, når vi siger, at de skal kunne skrives som linearkombination af
formfunktionerne.
Vi stopper dette eksempel her og går tilbage til vores problem i flere dimensio-
ner, hvor vi kan løse problemet på tilsvarende vis.
4.2.2 Poisson ligningen i flere dimensioner
Når nu vi har set, hvor nemt det kan være i en dimension, kan vi jo opstille en
analog til ligning 4.16 for flere dimensioner
−D [a(x)Dp(x)] = F (x) , x ∈ Ω. (4.23)
Hvis p(x) er en funktion fra R2 ind i R, er a(x) en 2 × 2 matrix, og lad os
sige, at den blot er enhedsmatricen, hvorved ligning 4.23 reduceres til−∇2p(x) =
F (x), hvilket er Poisson ligningen for trykket. Dette skriver vi foreløbigt som
−
∂
∂x
[
∂p
∂x
]
−
∂
∂y
[
∂p
∂y
]
= F (x, y) , (x, y) ∈ Ω ⊂ R2, (4.24)
hvor det skal specificeres, at vi leder efter en løsning, som opfylder betingelsen
p(x, y) = 0 for (x, y) ∈ ∂Ω.
Vi kan nu gange med en testfunktion, ν(x, y), som ligeledes opfylder betingel-
sen ν(x, y) = 0 for (x, y) ∈ ∂Ω, og ved partiel integration for henholdsvis x og y
kan man ligesom i ligning 4.19 vise, at
∫
Ω
(
−
∂
∂x
[
∂p
∂x
]
−
∂
∂y
[
∂p
∂y
])
ν(x, y) dxdy
=
∫
Ω
(
∂p
∂x
∂ν
∂x
+
∂p
∂y
∂ν
∂y
)
dxdy =
∫
Ω
F (x, y)ν(x, y) dxdy. (4.25)
54 Lava Dreams
Derved har vi fremstillet problemet på svag form, og det er nu blot et problem
at finde en funktion p(x, y), som opfylder randbetingelsen for enhver testfunktion.
Det er her værd at bemærke, at det ligesom før gælder, at en løsning til ligning 4.24
også er en løsning til 4.25, samt at ligning 4.25 giver mening, selv hvis F (x, y) kun
er stykkevis kontinuert.
Domænet Ω inddeles i Lagrange elementer, og formfunktionerne på et element
Ωe er polynomier af grad 2 eller højere, som defineres til at være nul udenfor Ωe.
Derved gives en entydig interpolation pˆe(x, y) for p(x, y) på ethvert element Ωe
som beskrevet i afsnit 4.1.3.
Lad os nu antage, at vi har en nummerering af formfunktionerne på elementet
Ωe givet ved {ψNe |N = 1, 2, . . . , Ne}, hvor Ne er antallet af knudepunkter i Ωe,
som opfylder betingelserne i ligning 4.2 og 4.3. Vi kan da skrive interpolationerne
af p(x, y) og ν(x, y) ved et sæt af koefficienter hørende til formfunktionerne på
samme måde som i ligning 4.21 og 4.22:
pˆe(x, y) =
Ne∑
N=1
pNe ψ
N
e (x, y), (4.26)
νˆe(x, y) =
Ne∑
M=1
νMe ψ
M
e (x, y), (4.27)
hvor vi desuden ved fra ligning 4.6, at pNe = p(xNe ), hvor xNe er det N ’te knude-
punkt i Ωe.
For at løse randværdiproblemet skal interpolationen pˆe(x, y) opfylde ligningen
∫
Ωe
(
∂pˆe
∂x
∂νˆe
∂x
+
∂pˆe
∂y
∂νˆe
∂y
)
dxdy =
∫
Ωe
F (x, y)νˆe(x, y) dxdy, (4.28)
for enhver testfunktion νˆe. Derfor kan vi finde frem til et udtryk for koefficienterne
pNe og νMe ved at indsætte ligning 4.26 og 4.27 i ligning 4.28
∫
Ωe
(
Ne∑
N=1
pNe
∂ψNe
∂x
Ne∑
M=1
νMe
∂ψMe
∂x
+
Ne∑
N=1
pNe
∂ψNe
∂y
Ne∑
M=1
νMe
∂ψMe
∂y
)
dxdy
=
∫
Ωe
F (x, y)
Ne∑
M=1
νMe ψ
M
e (x, y) dxdy. (4.29)
Vi samler summerne
∫
Ωe
Ne∑
N=1
Ne∑
M=1
pNe ν
M
e
(
∂ψNe
∂x
∂ψMe
∂x
+
∂ψNe
∂y
∂ψMe
∂y
)
dxdy
=
∫
Ωe
Ne∑
M=1
νMe F (x, y)ψ
M
e (x, y) dxdy, (4.30)
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og sætter dem uden foran integraltegnet
Ne∑
N=1
Ne∑
M=1
pNe ν
M
e
∫
Ωe
(
∂ψNe
∂x
∂ψMe
∂x
+
∂ψNe
∂y
∂ψMe
∂y
)
dxdy
=
Ne∑
M=1
νMe
∫
Ωe
F (x, y)ψMe (x, y) dxdy. (4.31)
Da denne ligning gælder for alle ordnede sæt af νMe , gælder den særligt for
det sæt, som er nul på alle pladser bortset fra plads i, hvor i kan løbe fra 1 til M .
Dermed kan vi opdele ligning 4.31 i M separate ligninger, som samlet kan skrives
på følgende måde

K11 K12 · · · K1Ne
K21 K22 · · · K2Ne
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
KNe1 KNe2 · · · KNeNe




p1e
p2e
.
.
.
pNee

 =


F1
F2
.
.
.
FNe

 , (4.32)
hvor
Kij =
∫
Ωe
(
∂ψie
∂x
∂ψje
∂x
+
∂ψie
∂y
∂ψje
∂y
)
dxdy (4.33)
og
Fi =
∫
Ωe
F (x, y)ψie(x, y) dxdy. (4.34)
Denne ligning skrives også typisk som Kp = F, hvor K kaldes stivheds-
matricen, og F kaldes lastvektoren eller den generaliserede kraft. Det er værd at
bemærke, at både K og F fås ved integraler af formfunktionerne, og derved er der
givet en eksplicit algoritme til at finde samtlige koefficienter pNe for 1 ≤ N ≤ Ne
og 1 ≤ e ≤ E, når vi husker på, at ingen elementer overlapper i finite element
modellen. Denne algoritme kendes også som Galerkins metode.
Kapitel 5
Modelbygning
I dette kapitel bygger vi en principmodel af lavalampen. Vi starter med at beskrive
lavalampens geometri. Derefter når vi til hovedpunktet i dette kapitel, hvor vi ind-
fører en metode (Levelset metoden) til at håndtere grænsefladen mellem de to væ-
sker, og som i ét elegant træk sætter os i stand til at beskrive systemets impuls med
én ligning. Afslutningsvis finder vi en metode til at finde grænsefladens krumning.
5.1 Lavalampens geometri
Vi begynder med følgende forsimplende, men også begrænsende antagelse om an-
tallet af rumlige dimensioner. Domænet, hvor beregningerne foregår, er en firkantet
delmængde af R2.
Begrundelsen for at kalde antagelsen begrænsende er følgende: De fænomener,
der finder sted i lampen, foregår i det sædvanlige tredimensionale rum, og glasbe-
holderen er stort set formet som en cylinder. Det er derfor fristende at antage, at
det flow, der finder sted i lampen, er påvirket af symmetrien. I givet fald vil det
gøre beregningerne lidt enklere, hvis man nøjes med at betragte et to-dimensionalt
tværsnit af lampen. Det viser sig dog at være knyttet til en rimelig relevant pro-
blemstilling.
Problemstillingen tager udgangspunkt i Young-Laplaces lov (ligning 3.44),
som siger, at overfladespændingen er afhængig af fladens middelkrumning. Hvis
man vælger at se væk fra den tredje rumlige dimension, vil man mangle et bidrag
til overfladespændingen fra krumningen i den krumningsretning, man har skåret
væk. For eksempel vil overfladespændingen i en timeglasformet lavaboble i vores
todimensionale model pege ud af boblen i området omkring ‘halsen’, mens den i
en tredimensional model sandsynligvis vil pege indad eller være neutral. Se figur
5.1.
Det vil sige, at den kraft, man regner med, ikke nødvendigvis vil være den,
der virker i virkeligheden i en almindelig lavalampe. Det, vi simulerer, er ikke et
tværsnit af en rund lampe, men i stedet et tværsnit af en lang ‘lavalampepølse’ eller
måske en meget smal lavalampe mellem to fuldstændig glatte plader. Se figur 5.2.
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Figur 5.1: Forskellen på to og tre dimensioner i beregning af overfladespænding af
en ‘timeglasformet’ lavaboble. Bemærk kræfternes retning.
Man kunne selvfølgelig konstruere en todimensional model af et akseparallelt
snit af en lavalampe og lade det ekstra bidrag til krumningen afhænge af afstanden
til aksen. I en sådan model skulle Navier-Stokes og kontinuitetsligningen selvføl-
gelig også modificeres til polære koordinater, så man kunne få et korrekt snit af et
rotationssymmetrisk flow.
Der er åbenlyse fordele ved denne metode, som er langt bedre til beskrivelse af
overfladespændingseffekter end den almindelige todimensionale model, men ikke
bliver tungere at beregne. Denne metode begrænser dog modellens brugbarhed til
fuldstændigt rotationssymmetriske flows, hvilket man næppe ser i ret mange væ-
skesystemer i virkeligheden - og slet ikke lavalamper.
Hvis lavaklumpen i den roterede model kommer væk fra aksen simulerer man
en mærkelig ‘lavadonut’, mens lavaen i den almindelige model frit kan befinde sig
i forskellige afstande fra aksen. Selvom vi i vores simulationer har fuldstændigt
symmetriske startbetingelser, bliver flowet i løbet af kort tid asymmetrisk på grund
af nummeriske fejl og tilfældig meshinddeling, hvilket tyder på, at systemet er
Figur 5.2: En flad lavalampe. Det er dette, som vores simulationer viser.
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meget sårbart overfor små asymmetrier i kræfter og flow. Dette kommer ikke med
i en rotationssymmetrisk model.
Man kunne selvfølgelig også ‘go all the way’ og lade beregningerne foregå i
R3. Den simple forklaring på, at vi ikke gør det, er manglende computerkraft. Alt
i alt har vi valgt at koncentrere os om den todimensionale simulation af en meget
flad lavalampe.
5.2 Levelset metoden
Vi vil nu indføre en metode, der gør det muligt at gå fra en model, hvor hver kom-
ponent beskrives ved en ligning med dertil hørende randbetingelser, til en model,
hvor grænsefladen ikke optræder som rand, men er indeholdt i én samlet ligning
for begge komponenter.
Metoden skal kunne fortælle hvilken væske, der er i et punkt, dvs. hvorvidt
væsken, der er til stede i punktet, har den ene densitet/viskositet eller den anden.
Metoden skal også til enhver tid kunne angive grænsefladens position samt græn-
sefladens krumning.
Den mest oplagte matematiske repræsentation af væskernes form er en flade
(eller en kurve i en todimensional model) i grænsen mellem de to væsker. I en
simulering ville man så lade grænsefladen flyttes rundt med væskernes flow, lidt
som en lille masseløs tråd af støvpartikler. Efter hvert tidsskridt kunne man da
beregne fladens krumning på baggrund af disse støvpartiklers positioner. Dette har
dog vist sig at være uforholdsmæssigt regnetungt, så denne metode er ikke særligt
effektiv i praksis.
I stedet har vi valgt at bruge levelset metoden, som første gang blev fremført af
S. Osher og J.A. Sethian i en artikel fra 1988 [Ransau, 2002].
Lad φ være en funktion defineret på hele domænet, som har negative værdier
i punkter, hvor lavaen er tilstede, positive værdier i punkter, hvor den omkringlig-
gende væske er tilstede, og nul præcis på grænsefladen. Se figur 5.3
φ(x) =


> 0 ydre vaeske
= 0 graenseflade
< 0 lava
(5.1)
5.2.1 Fremskrivning af φ
φ’s udvikling skal følge et bestemt mønster; grænsefladen mellem de to væsker,
og dermed niveaukurven φ = 0, skal hele tiden bevæge sig med flowet, og vi må
derfor kræve, at φ’s dynamik sikrer denne egenskab.
Lad derfor xs(t) være stedvektorerne for grænsefladen til tiden t. For det første
skal det gælde, at
φ(xs(t), t) = 0, (5.2)
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Figur 5.3: Et eksempel på φ i en 2D model, hvor grænsefladen er cirkelformet.
da φ til enhver tid er 0 på grænsenfladen. Desuden skal den tidslige udvikling af en
stedvektor for et af grænsefladens punkter være den samme som væskehastigheden
i det pågældende punkt. Det giver ligningen:
dxs(t)
dt
= v(xs(t), t). (5.3)
Hvis man differentierer ligning (5.2) med hensyn til tiden får man:
dφ(xs(t), t)
dt
≡
∂φ
∂t
+
dxs(t)
dt
· ∇φ =
∂φ
∂t
+ v(xs(t), t) · ∇φ. (5.4)
Da vi ved, at φ(xs(t), t) konstant har den samme værdi, nemlig 0, må ovenstå-
ende differentialkvotient være 0. Det giver os:
∂φ
∂t
+ v(xs(t), t) · ∇φ = 0, (5.5)
∂φ
∂t
= −v · ∇φ. (5.6)
Dette resultat svarer til, at man har anvendt materialets lokale tidsafledte (som
defineret i ligning 3.32) på φ. I øvrigt er dette udtryk meget tæt på den dynamiske
ligning for konvektion, hvilket giver mulighed for at bruge Femlabs indbyggede
konvektion og diffusionsmodul til at fremskrive φ. En helt oplagt fysisk fortolkning
af dette forhold er, at φ’s værdi er en eller anden stofkoncentration, som bliver ført
med rundt af væskeflowet.
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5.3 Navier-Stokes ligning i levelset udgave
Vi har tidligere lovet at samle lavalampens dynamik i én ligning. For det første er
kraften stammende fra overfladespændingen givet ved
−γκ(φ)δ(φ)n, (5.7)
hvor n = ∇φ/|∇φ|, δ(φ) = 1 hvis φ = 0, og δ(φ) = 0 hvis φ 6= 0, og γ er
overfladespændingen.
Levelset funktionen holder ikke kun styr på, hvor grænsefladen er, men inde-
holder også information om, hvor væskerne er. Man kan bestemme, om et punkt
indeholder den indre eller ydre væske ved at undersøge, om φ’s funktionsværdi er
negativ eller positiv. Dette giver, ved hjælp af et simpelt men snedigt trick, mu-
lighed for at give de to væsker forskellige fysiske egenskaber som massefylde og
viskositet, selvom de bliver beskrevet samlet som én væske i et stort sammenhæn-
gende hastighedsfelt.
Først konstruerer man en funktion, der i et lille område på hver side af φ’s nul-
niveau, givet ved afstanden ±ǫ, på en kontinuert måde antager værdier mellem 1
og 0. Udenfor dette område antager funktionen værdien 0 i den indre væske, altså
når φ er negativ, og på tilsvarende måde sættes funktionen til at være 1 for positive
φ.
Den funktion, vi søger er en slags Heavysidefunktion, der udglatter de bratte
ændringer i densitet, viskositet samt den pludselige kraft, der kommer som følge
af deltafunktionen.
Hǫ(φ) =


0 hvisφ < −ǫ
fglat hvis |φ| < ǫ
1 hvisφ > ǫ
(5.8)
Deltafunktionen i udtrykket for overfladespændingen kan skrives som
δǫ(φ) =
dHǫ
dφ
. (5.9)
Vi er nu istand at angive de fysiske konstanter i Navier-Stokes ligning på en
smart måde: Densiteten kan skrives som
ρǫ(φ) = ρlava + (ρliquid − ρlava)Hǫ(φ), (5.10)
og viskositeten kan skrives som
ηǫ(φ) = ηlava + (ηliquid − ηlava)Hǫ(φ), (5.11)
Der kommer altså en ‘opblanding’ af væskerne i et smalt område omkring
grænsefladen. Vi simulerer i virkeligheden, at der er et lag mellem de to væsker,
hvor massefylden og viskositeten glider fra den ene væskes værdier til den andens.
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Dette er nok ikke noget, man ser i virkeligheden, men det burde ikke påvirke simu-
lationen voldsomt meget, hvis man sørger for, at overgangen sker indenfor et tilpas
smalt område. Vi vil diskutere valget af grænsefladens ‘bredde’ i næste kapitel.
Således ser Navier-Stokes ligning ud på følgende måde:
∂v
∂t
+ (v · ∇)v =
f
ρǫ
−
1
ρǫ
∇p+
µǫ
ρǫ
∇2v −
γ
ρǫ
κ(φ)δǫ(φ)n. (5.12)
Nu mangler vi kun at bestemme grænsefladens krumning.
5.3.1 At finde krumning
Som nævnt tidligere er vi interesserede i at finde grænsefladens krumning, så vi
kan udregne overfladespændingens kraftbidrag. Det første, vi skal gøre, er derfor at
konstruere en vektorfunktion, der giver φ som en afbildning fra (x, y)→ (x, y, z),
og finde dens partielt afledte:
Φ(x, y) =

 xy
φ(x, y)

 , (5.13)
∂Φ
∂x
=

 10
∂φ
∂x

 , (5.14)
∂Φ
∂y
=


0
1
∂φ
∂y

 . (5.15)
For at bestemme krumningen til en niveaukurve på en flade, skal man bruge en
tangent til kurven. Denne findes normalt ved differentiation af parametriseringen
af kurven. Problemet er, at vi ikke har nogen beskrivelse af niveaukurven ud over,
at den er givet ved en skæring af φ med xy-planet.
For Femlabs vedkommende findes kurven ikke eksplicit i den numeriske re-
præsentation, og den kan derfor ikke differentieres. Vi skal istedet bruge afledte af
φ, til at finde kurvens tangent. Dette kan gøres simpelt ved at finde tangentplanet
til φ, givet ved Φ’s afledte, og vælge en enhedsvektor i planets skæring med xy-
planet. Se figur 5.4. Dette giver os en tangentvektor T til niveaukurven gennem et
punkt,
T = s

 10
∂φ
∂x

+ t


0
1
∂φ
∂y

 =

 uv
0

 . (5.16)
Man kan hurtigt se, at dette er opfyldt for s = −∂φ
∂y
og t = ∂φ
∂x
. Det giver en
normeret tangentvektor T af formen:
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Figur 5.4: Skæring af Φ med xy-planet og planet udspændt af T og NΦ
T =
1√
(∂φ
∂x
)2 + (∂φ
∂y
)2


−∂φ
∂y
∂φ
∂x
0

 . (5.17)
Man kan finde normalkrumningen i et punkt P på en flade Φ, hvis tangent-
vektor er T i P, ved brug af en standardsætning [Pressley, 2003, s. 132]. Hvis vi
kender Φ’s anden fundamentalform FII , siger sætningen, at κn = T tFIIT ,
κn =
1(
(∂φ
∂x
)2 + (∂φ
∂y
)2
)√
(∂φ
∂x
)2 + (∂φ
∂y
)2 + 1
·
(
∂φ
∂y
,−
∂φ
∂x
) −∂2φ∂x2 ∂2φ∂x∂y
∂2φ
∂x∂y
∂2φ
∂y2

( ∂φ∂y
−∂φ
∂x
)
=
(∂φ
∂y
)2 ∂
2φ
∂x2
− 2∂φ
∂y
∂φ
∂x
∂2φ
∂x∂y
+ (∂φ
∂x
)2 ∂
2φ
∂y2(
(∂φ
∂x
)2 + (∂φ
∂y
)2
)√
(∂φ
∂x
)2 + (∂φ
∂y
)2 + 1
. (5.18)
Vi kan nu bruge Meusniers teorem til at bestemme krumningen af niveaukurven
[Pressley, 2003, s. 131]. Til det skal vi bruge vinklen mellem φ’s normalvektor og
dens projektion på xy-planet. Normalvektoren kan findes ved at krydse Φ’s partielt
afledte og dividere med længden. Afhængigt af om man krydser ∂Φ
∂x
med ∂Φ
∂y
eller
omvendt, får man en normal, der peger ind eller ud af den indre væske. Dette er
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dog ligegyldigt i forbindelse med bestemmelse af vinklen med projektionen på xy-
planet, som er den samme i begge tilfælde.
∂Φ
∂x
×
∂Φ
∂y
=

 10
∂φ
∂x

×


0
1
∂φ
∂y

 =

 −
∂φ
∂x
−∂φ
∂y
1

 , (5.19)
NΦ =
1√
(∂φ
∂x
)2 + (∂φ
∂y
)2 + 1

 −
∂φ
∂x
−∂φ
∂y
1

 . (5.20)
Projektionen på xy-planet divideres også med sin længde, så vi får en enheds-
vektor:
N0 =
1√
(∂φ
∂x
)2 + (∂φ
∂y
)2

 −
∂φ
∂x
−∂φ
∂y
0

 . (5.21)
Vi kan nu finde sinus til vinklen mellem de to plan:
|NΦ| |N0| sin θ = |NΦ ×N0| , (5.22)
sin θ =
1√
(∂φ
∂x
)2 + (∂φ
∂y
)2 + 1
1√
(∂φ
∂x
)2 + (∂φ
∂y
)2
∣∣∣∣∣∣∣

 −
∂φ
∂x
−∂φ
∂y
1

×

 −
∂φ
∂x
−∂φ
∂y
0


∣∣∣∣∣∣∣
=
1√
(∂φ
∂x
)2 + (∂φ
∂y
)2 + 1
√
(∂φ
∂x
)2 + (∂φ
∂y
)2
∣∣∣∣∣∣∣
∂φ
∂y
−∂φ
∂x
0
∣∣∣∣∣∣∣
=
√
(∂φ
∂x
)2 + (∂φ
∂y
)2√
(∂φ
∂x
)2 + (∂φ
∂y
)2 + 1
√
(∂φ
∂x
)2 + (∂φ
∂y
)2
=
1√
(∂φ
∂x
)2 + (∂φ
∂y
)2 + 1
. (5.23)
Krumningen af niveaukurven bliver dermed:
κ sin θ = κn ⇒ κ =
κn
sin θ
, (5.24)
κ =
(∂φ
∂y
)2 ∂
2φ
∂x2
− 2∂φ
∂y
∂φ
∂x
∂2φ
∂x∂y
+ (∂φ
∂x
)2 ∂
2φ
∂y2(
(∂φ
∂x
)2 + (∂φ
∂y
)2
)√
(∂φ
∂x
)2 + (∂φ
∂y
)2 + 1
√
(
∂φ
∂x
)2 + (
∂φ
∂y
)2 + 1
=
(∂φ
∂y
)2 ∂
2φ
∂x2
− 2∂φ
∂y
∂φ
∂x
∂2φ
∂x∂y
+ (∂φ
∂x
)2 ∂
2φ
∂y2
(∂φ
∂x
)2 + (∂φ
∂y
)2
. (5.25)
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Hvis man i udregningen af Φ’s normalkrumning vælger den modsatte ‘kurve-
retning’, vil κ skifte fortegn. Vi skal i den videre implementering sørge for, at κ’s
fortegn passer med retningen af den brugte normalvektor, sådan at kræfterne fra
overfladespændingen peger i den rigtige retning. Dette kan gøres ved at checke og
gennemchecke sine fortegn i udregningerne af normalvektorer og krumninger, eller
ved et hurtigt numerisk check i Femlab. Vi har valgt det sidste.
5.4 Opsummering
Tilsidst vil vi lige skrive de tre differentialligninger som beskriver dynamikken i
modellen.
∂v
∂t
+ (v · ∇)v =
f
ρǫ
−
1
ρǫ
∇p+
µǫ
ρǫ
∇2v −
γ
ρǫ
κ(φ)δǫ(φ)n, (5.26)
∂φ
∂t
= −v · ∇φ, (5.27)
∇ · v = 0. (5.28)
Dette, samt nogle begyndelses- og randbetingelser, er det ligningssystem, vi
skal have Femlab til at løse.
Kapitel 6
Implementation og Simulation
Vi har nu nået det punkt, hvor vi skal til at behandle vores model med finite element
approksimationer og se, hvor virkningsfuld levelset metoden er i virkeligheden.
Dette vil vi gøre ved at afprøve modellen i en række simulationer i programmet
Femlab.
I dette kapitel vil vi først præsentere nogle af omstændighederne for vores im-
plementering af modellen i Femlab, dernæst nogle overvejelser omkring konver-
gens af approximationen samt estimering af parametre til simulationerne. Til sidst
vil vi naturligvis gennemgå de cases, vi forsøger at simulere, samt præsentere si-
mulationerne selv.
6.1 Introduktion til Femlab
Først vil det være nødvendigt med en kort introduktion til Femlab (version 3.1). Det
er i dette program, vi udfører vores simulationer, og det vil derfor være en fordel, at
kende lidt til, hvordan det virker, for at forstå, hvorfor vi laver vores simulationer,
som vi gør.
Vi præsenterer Femlabs interface og de to moduler, vi vil bruge; det ene modul
behandler inkompressibelt flow, og det andet håndterer konvektion og diffusion. I
afsnitet om konvektion og diffusion vil vi beskrive, hvordan vi får Femlab til at
fremskrive φ.
Til sidst beskriver vi, hvordan man angiver en absolut tolerance for approksi-
mationsfejl, til et givet tidsskridt og en given algoritme for approksimationsfejl.
Dette afsnit vil også kort beskrive, hvordan vi får styrket troen på, at løsningerne
konvergerer.
En hurtig anmeldelse
Femlab er et af den slags programmer, som har et nydeligt point-and-click inter-
face. Det er designet til brugervenlighed og ikke specielt til, at man skal have ind-
blik i, hvad der sker bag facaden. For nogle dele af programmet er dette smart, men
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for andre dele er det ikke til at arbejde med.
I Femlabs tegne-interface kan man på en nem måde tegne domænets geometri.
Domænet, man skaber, er dimensionsløst, og man kan efter behag gruppere forskel-
lige dele af domænet. Det gør, at det bliver nemmere, at angive randbetingelser på
dele af domænet. Det forenkler også processen med at generere et passende mesh,
da man kan se et billede af meshet og tage stilling til, hvorvidt det ser passende ud
eller ej.
I Femlabs regne-interface har man ikke meget overblik. Mange af de vigtige
valg om modellens finite element opdeling og løsningsalgoritme kan man vælge
fra drop-down menuer, hvor de fleste af ordene ikke giver mening. Det er muligt at
justere på de mellemregninger, som maskinen laver, når den skal løse problemer,
men dokumentationen og menuerne for dette er ringe. Umiddelbart har man kun
overblik til at indstille randbetingelser, startværdier og eventuelle konstanter. Re-
sten må man betragte som en ‘black box’, benytte sig af standardindstillingerne og
håbe på, at maskinen gør det rigtige.
Femlab rummer adskillige muligheder for at visualisere løsninger af modeller,
og denne del af programmet er rigtig god. Femlab har algoritmer til at beregne
diverse funktioner af din løsning, og man kan også specificere sine egne. Der er
både mulighed for at se still-billeder eller en sammenhængende film.
De simulationer, som Femlab udfører for os, ligger på en CD sammen med
denne rapport. Vi vedlægger både udvalgte film samt selve Femlab-filerne med en
tilhørende dokumentation til hver simulation. Derved er det muligt, at åbne filerne
i Femlab og se forskellige præsentationer af simulationerne.
Alt i alt vurderer vi, at Femlab som program ikke fortjener mere end et 8-tal.
‘Rising Bubble’ - modellen
Det Femlab-program, som vi anvender til vores simulationer, er ikke et, vi selv
har konstrueret fra bunden. I stedet har vi fundet en standardmodel fra Femlabs
udbyder Comsol A/S (standardmodeller kan findes på www.comsol.dk), som vi
har modificeret, så den passer til vores situation.
Den standardmodel, vi har benyttet os af, hedder ‘Rising Bubble’ og beskriver,
hvordan man bruger levelset metoden til at modellere en boble af luft (eller et andet
let materiale), som stiger til vejrs i en væske, indtil den når op til væskeoverfladen
og bryder igennem den. Modellen behandler både luft og væske med Navier-Stokes
ligninger, og det er således ligetil at konvertere denne model til en simulation af to
forskellige væsker.
Vi har undervejs i denne konverteringsproces opdaget flere fejl i ‘Rising Bubble’
modellen (f.eks. at kraftbidraget fra overfladespændingen vendte den forkerte vej),
og vi har undret os lidt over modellens dynamiske ligning for levelset kurven, som
ikke passer til den teori, vi kender, om levelset metoden. Man kan derfor spekulere
over, om der muligvis er andre ting galt med denne model, som vi ikke har opdaget.
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6.1.1 Modulerne
Modulerne i Femlab er pakker med standardmodeller fra en lang liste af fysiske
discipliner, som man efter behov kan hente ind i sin model. I de moduler, vi benyt-
ter, står ligningerne som partielle differentialligninger, hvor de fysiske konstanter
optræder som koefficienter til ligningerne. Vi benytter os af følgende to moduler:
‘Incompressible Navier-Stokes’ - modulet
I modulet er Navier-Stokes ligninger skrevet op, som vi kender dem fra kapitel 3:
∂v
∂t
+ (v · ∇)v =
f
ρ
−
1
ρ
∇p+
µ
ρ
∇2v, (6.1)
∇ · v = 0. (6.2)
For at få Femlab til at løse ligningerne skal man derfor specificere de størrelser,
som anvendes i Navier-Stokes ligninger. Disse størrelser er det eksterne kraftled, f ,
som i vores tilfælde er tyngdekraften og kraften fra overfladespændingen. De andre
størrelser er vigtige koefficienter - densiteten og viskositeten.
Dette determinerer ligningerne. Derefter skal man naturligvis angive randbe-
tingelser og startværdier, mesh og tidsskridt samt løsningsalgoritme.
‘Convection and Diffusion’ - modulet
Konvektion og diffusion er typisk noget, man definerer for f.eks. varme eller et ke-
misk stof i forhold til væske - altså hvordan leder væskestrømninger dette kemiske
stof rundt i væsken. Det kan derfor undre lidt, hvorfor dette modul kan anvendes
til at modellere den dynamiske ligning for φ, men når man kigger på ligningen
for konvektion og diffusion, som den ser ud i dette modul, ser man, at den nemt
tilpasses til at beskrive φ’s dynamik.
Lad os stille dem op mod hinanden. Vi starter med φ’s dynamik, som vi kender
den fra afsnit 5.2.1:
∂φ
∂t
= −v · ∇φ. (6.3)
Konvektion og diffusionsligningen i det modul, vi bruger, ser ud på følgende
måde:
δts
∂φ
∂t
= ∇ · (−D∇φ)−R− v · ∇φ, (6.4)
hvor δts er en tidsskaleringskoefficient, D en isotrop diffusionskoefficient, R reak-
tionshastigheden, og de resterende variable er dem, vi kender fra tidligere. Ved at
sætte δts, R og D lig 0, får vi den dynamiske ligning for φ.
I ‘Rising Bubble’ modellen anvender de en diffusionskoefficient, som er for-
skellig fra nul, men i stedet defineret ved deltafunktionen af φ (se afsnit 5.3). Dette
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giver en dynamik af φ, som vi ikke er bekendt med, lige omkring grænsefladen
mellem de to væsker.
Vi har to hypoteser til, hvorfor man kan være interesseret i at have dette dif-
fusionsled med i ligningen. Det er for det første muligt, at dette vil udglatte græn-
sefladen mellem de to væsker, som kan have tendens til at blive temmelig kantet i
nogle af vores simulationer. For det andet kan det være, at diffusionen muliggører,
at luftboblen kan bryde igennem væskeoverfladen i ‘Rising Bubble’ modellen.
Under alle omstændigheder, siger vores teori ikke noget om, at der skal være
et diffusivt led i ligningen for φ, så vi har valgt at sætte D = 0.
Vi venter til næste afsnit med at præcisere hvilke tal og udtryk, vi føder mo-
dulerne med, og koncentrerer os til sidst her i dette afsnit om at beskrive hvilke
muligheder, man har, for at sikre sig numeriske beregninger, der er realistiske, eller
som konvergerer.
6.1.2 Konvergenskontrol
For hver løsningsmetode i Femlab eksisterer der en algoritme til at estimere ap-
proksimationsfejl ved lokale samt globale løsninger til et givet tidsskridt. Disse
estimater er tal, som beskriver fejlen af approksimationen. Det er muligt at indstille
en absolut og en relativ tolerance for den tidsafhængige løsningsalgoritme, således
at fejlestimaterne altid skal ligge under tolerancetærsklen.
Den absolutte og relative tolerance kontrollerer fejlen i hvert tidsskridt. Hvis
Femlab finder en løsning, som har for store fejl, vil programmet starte forfra med
en finere approksimation. Hvis løsningens fejl ligger under tolerancetærsklen, siges
den at være konvergent. Derfor vil den relative fejl være mindre end den relative
tolerance, hvis løsningen numerisk er stor, og den absolutte fejl vil være mindre
end den absolutte tolerance for den tilsvarende løsning, hvis løsningen er numerisk
lille. Specielt vil der overhovedet ikke være nogen nøjagtighed, hvis løsningen er
mindre end den absolutte tolerance.
LadU være en given løsningsvektor svarende til løsningen til et givet tidsskridt,
E er programmets estimat af den lokale løsning til U -vektor til det givne tidsskridt.
Skridtet accepteres da, hvis
(
1
N
∑
i
(
|Ei|
Ai +R|Ui|
)2) 12
< 1, (6.5)
hvorAi er den absolutte tolerance for den i’te frihedsgrad,R den relative tolerance,
og N antallet af frihedsgrader.
Da forskydningerne som regel er små i vores model, er det vigtigt, at den abso-
lutte tolerance er mindre end forskydningerne, hvis vi vil sikre en bedre konvergens
af simulationerne.
Uanset konvergensen vil der imidlertid altid være approksimationsfejl, og i
nogle af vores simulationer, hvor de eneste kræfter i systemet er kræfterne fra
overfladespændingen, vil approksimationsfejlene være relativt store i forhold til
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dynamikken i systemet, hvilket henover tid vil skabe en større og større usikker-
hed.
Samtidig er konvergens ikke nødvendigvis det samme som realisme, så her
kommer tre andre metoder til at overbevise sig om, at løsningerne er gode.
Plausibilitetsargumentet
For det første vil vi benytte os af en metode, der kan virke som en plausibilitet-
sindikator, dvs. en metode, der skal give os en tro på, at løsningen er rigtig. Den
går ud på, at man kender en fysisk situation, f.eks. en ligevægtssituation, som, man
ved, vil indfinde sig efter noget tid, og som simuleringen også burde lede til.
Hvis vi starter simuleringen med en cirkelformet boble, hvor tyngdeaccelera-
tionen er sat til nul, vil vi forvente, at boblen bliver ved med at være cirkelformet,
da der ikke tilføres energi.
Hvis vi trækker boblen ud, så simuleringen starter i en situation, hvor boblen
er ellipseformet (stadig ingen tyngdeacceleration), vil vi forvente, at den fra over-
fladespændingen tilførte (endelige) energi vil svinde som følge af friktion. Det vil
sige, at simuleringen gerne skulle ende med en cirkelformet og ikke-oscillerende
boble.
Mesh-refinement
I den metode, vi kalder mesh-refinement, vil man efter hver simulation forfine sit
mesh. Hvis man i en række simuleringer med trinvis finere mesh oplever, at to på
hinanden efterfølgende simuleringer giver det samme resultat, så betragter man den
sidste simulation som værende konvergent.
Vi har fra teorien, at meshet sætter en øvre grænse for fejlen mellem approk-
simationen og den virkelige løsning, givet ved interpolationssætningen (se afsnit
4.1.4). Derfor giver det mening, at når to simulationer med forskellige mesh giver
omtrent samme resultat, så må dette være tilstrækkeligt tæt på det rigtige.
Denne metode skal kombineres med en analyse af den tidslige diskretisering.
På tilsvarende måde angiver man dels hvor fine tidsintervaller, der skal udgøre den
tidslige diskretisering, og dels hvor stor frihed, Femlab skal have, til at forfine den
tidslige diskretisering lokalt i tid.
En kombination af disse to analyser udgør metoden, vi kalder mesh-refinement.
Volumenbevarelse
I vores simulationer forsøger vi at modellere en lavaboble, som udsættes for for-
skellige kræfter og påvirkninger i tiden. Imidlertid burde volumenet af lavaboblen
forblive konstant i alle de simulationer, vi udfører.
Heldigvis er det relativt nemt for os at checke, at volumenet af boblen ikke
ændrer sig alt for meget som følge af approksimationsfejl. Vi kan integrere vores
Heavysidefunktion, Hǫ(φ) ved hjælp af Femlab, dette giver nogenlunde volumenet
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af den ydre væske. Så er volumenet af lavaboblen blot domænets størrelse minus
dette integral.
Hvis vi finder dette volumen til begyndelsestiden og sluttiden for en simulation,
så kan differencen mellem dem fortælle, om simulationen er gået galt eller ej.
For hver simulation vil vi senere i dette kapitel kommentere vores valg med
hensyn til konvergens. Desuden findes en dokumentation af indstillingerne for hver
simulering som bilag på CD’en sammen med en film af den dertil hørende simule-
ring.
6.2 Parameterværdier
Inden vi går igang med simulationerne, skal vi have fundet nogle tal, som vi kan
putte ind i Femlab og regne på. Det handler naturligvis om, at vi skal have estime-
ret, hvor meget massefylden og viskositeten er for begge væsker, og hvilken værdi
overfladespændingen har.
Vi har i vores model valgt, at vi ikke vil modellere temperaturen af væskerne,
og dermed har vi sparet os selv for at gøre modellen mere kompliceret, end den
i forvejen er. Samtidig sparer vi også regnekraft ved at undlade at inkludere et
modul, som skal varetage varmetransport i lampen. Temperatur er imidlertid en ret
vigtig del af lavalampens fysik, og vi er derfor nødt til at implementere det kunstigt
i nogle af vores simulationer.
Vi har desværre ikke rigtigt mulighed for at måle på væskerne i lavalampen.
Den eneste måling, vi har kunne tage, er en måling af, hvor meget volumenet tilsy-
neladende udvider sig, når lavalampen er varm (se afsnit 2.2). Denne måling for-
tæller os, at volumenet udvider sig cirka 20%, hvilket svarer til, at temperaturstig-
ningen også er cirka 20%, da der findes en lineær afhængighed mellem temperatur
og volumen. Altså bliver lavalampen omkring 80◦C varm (353K).
Imidlertid giver vores simulationer ikke mulighed for volumenudvidelser, så
vi må i stedet betragte det som et fald i densitet. En 20% volumenudvidelse sva-
rer til et 17% fald i densitet. Vi vil gerne estimere densiteten af lavaen relativt til
densiteten af den ydre væske, så lad os sætte den sidste til 1 kg
dm3
. Vi får derfor
ved definitionen af densiteten samt ligning 2.10 et tidsligt udtryk for densiteten af
lavaen
ρlava =
m
αp
(
(T0 − Tydre)e
1
10
ln
T10−Tydre
T0−Tydre
t
+ Tydre
) , (6.6)
hvor T0 er lavaens starttemperatur, og T10 er temperaturen efter 10 sekunder. m
sætter vi blot til 1 kg, og temperaturen af den ydre væske, antager vi, er stuetempe-
ratur, 293K. Da vi forsøger at finde densiteten relativt til den ydre væskes densitet,
kan vi sætte αp = 1/Tlige, hvor Tlige er temperaturen, hvor væskerne er lige tunge.
Nu er det blot et spørgsmål om at fitte temperaturerne T10 og Tlige, indtil vi har
et resultat, som vi er tilfredse med. Dette har vi gjort ved hjælp af vores primitive
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model for opdrift (afsnit 2.4.1) og ved at kigge lidt på hvilke værdier, der giver
gode simulationer. Vi har sat T10 = 344K og Tlige = 350K.
De andre tre konstanter er ikke helt så nemme at fitte. Umiddelbart har vi blot
haft fat i en kontinuumsfysikbog for at se hvilken størrelsesorden, der er passende
til konstanterne. Det er klart, at lavaens viskositet må være langt større end den
ydre væskes, og typisk anvender man en eller anden spritholdig væske som den
ydre væske, hvilket peger på en viskositet i størrelsesordnen 10−4 kg
dms
. Imidlertid
viser det sig, at simulationerne ikke kan håndtere viskositeter, der er så lave. I stedet
nøjes vi med viskositeter, der ligger mellem 1 og 5 · 10−3 kg
dms
for den ydre væske
og mellem 1 og 5 · 10−1 kg
dms
for lavaen.
Overfladespændingen kan vi delvist estimere udfra vores simple model af en
svingende lavaboble (afsnit 2.4.2), hvor overfladespændingen er bestemmende for
svingningsfrekvensen af lavaboblen. Dette kan vi relatere til de svingningerne af
en rigtig lavaboble, og som figur 2.7 viser, er 3-4 svingninger i løbet af 10 sekun-
der ganske realistisk. Dette giver os en overfladespænding på 0.05kg
s2
, hvilket også
giver nogle udmærkede simulationer.
6.3 Simulationer
Så er det endelig blevet tid til at kaste et blik på simulationerne. Vi har grundlæg-
gende tre typer af simulationer samt nogle ekstra interessante cases, som vi bruger
til at teste mulighederne og begrænsningerne for vores model. De tre grundlæg-
gende typer er en stabil rund lavaboble uden tyngdekraft, en udstrakt lavaboble
uden tyngdekraft og en lavaboble med tyngdekraft og opdrift.
Vi er selvfølgelig interesserede i at afprøve, hvor godt vores model kan si-
mulere virkeligheden. Vi har dog ikke rigtigt mulighed for at udføre detaljerede og
præcise forsøg på lavalamper eller andre tokomponent væskeflowssystemer. Vi kan
derfor ikke angive en forsøgsopstilling til noget, vi præcist kan efterligne i compu-
teren for at undersøge modellens præcision i fremskrivningen af sådanne systemer.
Vi vil i stedet afprøve, om modellen kan bruges til at genskabe forskellige kvalita-
tive fænomener, og om væskernes flow og tryk ligner noget, man kunne forvente i
virkeligheden.
Meget af modellen er Femlabs eget Navier-Stokes modul, som vi har tænkt os
at stole på. Det er således ikke denne del af modellen, der er til eksamen. Det kri-
tiske led er den matematiske håndtering af overfladen og overfladespændingen. I
øvrigt er modellens præcision begrænset af, at vi har forholdsvis begrænset compu-
terkraft. En identisk implementation med et tættere mesh, ville givetvis give meget
pænere resultater.
6.3.1 Stabil lavaboble
Vi laver en første test af modellen for at se hvor store fejl, der kommer i kraft af, at
vi har et begrænset antal elementer. I denne test ved vi præcis hvad, der burde ske,
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idet systemet er i ligevægt. Der burde ikke ske noget. Dermed er denne test god set
i lyset af plausibilitetsargumentet og mesh-refinement metoden.
Denne simulering er først og fremmest til for at undersøge hvor fint et mesh,
der skal til for at få overfladespændingskræfterne til at virke på en troværdig måde.
Vi har derfor sat tyngdeaccelerationen lig 0, og på den måde vil den simulation,
vi foretager os, beskrive en ligevægtssituation. Overfladespændingen trykker fuld-
stændigt symmetrisk ind mod midten af boblen, og der er ikke andre kræfter til
stede, så der burde ikke kunne opstå noget flow.
Det er desværre ikke helt det, der sker, da approksimationsfejl vil resultere i, at
et tilfældigt flow vil opstå. Disse approksimationsfejl kan gøres mindre ved at gøre
meshet finere og finere som beskrevet i interpolationssætningen (afsnit 4.1.4), og
vi vil til sidst ende med en simulering, hvor vi finder, at formen på bobblen ikke
ændres nævneværdigt med tiden.
Radius af boblen i disse simuleringer er valgt sådan, at den ligger lige på græn-
sen af kapillærlængden, hvilket i virkelighedens verden vil betyde, at boblens form
er rimelig stabil, selv hvis tyngdeaccelerationen er til stede.
Vi har sat følgende succeskriterier op for stabilitet. For det første skal boblens
form være så glat, at der ikke opstår ufysiske situationer i form af kæmpestore
overfladespændingskræfter. Det andet succeskriterium er, at arealet af boblen ikke
ændrer sig for meget. Arealet af hele domænet er 8, og ved at trække integralet af
Heavysidefunktionen fra får vi boblens areal. Dette gør vi til starttiden t0, samt til
sluttiden tslut, og vi betragter differencen mellem disse arealer.
Begge succeskriterier skal selvfølgelig vejes mod den tid, det tager at køre en
simulering for et givet mesh, da antallet af frihedsgrader er stærkt medvirkende til
at gøre beregningerne tunge.
Om en arealændring er acceptabel eller ej, kommer dog ikke kun an på det tal,
vi får ud, men afhænger selvfølgelig også af den tid, det tager at køre simuleringen.
Vi har derfor lagt os fast på, at et acceptabel niveau må være arealændringer i det
4’de decimaltal, hvilket svarer til arealændringer i størrelsesorden kvadratmillime-
ter i vores domæne.
Udover det vil det være sådan, at overfladespændingernes betydning for flowet
vil mindskes, hvis vi lader bobleradius nærme sig den kapillære længde. Det vil
tydeligt komme til udtryk, når vi ‘tænder’ for tyngdefeltet.
Simulationerne
Vi har tre simuleringer, som viser cirkulære bobler med en radius på 2 centimeter
i et domæne med areal 4 kvadratdecimeter. Simuleringerne i sin helhed findes på
den vedlagte CD i mappen ‘stabil lavaboble’ sammen med en udførlig logbog i
html-format.
Simuleringerne foregår uden indflydelse af tyngdekraften, og det eneste dyna-
miske led (ydre kraft) i ligningerne er således overfladespændingen, som er sat til
0.05kg
s2
.
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Figur 6.1: Mesh for de tre simulationer af den stabile boble. De to første mesh giver
henholdsvis 13 og 14 elementer pr. boblediameter, det sidste giver 55 elementer pr.
diameter.
De to første simuleringer adskiller sig fra hinanden ved, at opløsningen af do-
mænet er forskellig. Den sidste simulering adskiller sig fra de to første på den
måde, at vi har sørget for en meget finere opløsning af domænet lokalt omkring
grænsefladen. Bemærk at dette ikke kan lade sig gøre for en boble, der befinder sig
i et tyngdefelt.
I den første simulering benytter vi 4068 elementer, hvilket giver circa 13 ele-
menter pr. boblediameter, i den anden simulering bliver det til 14 elementer pr.
boblediameter, mens det i den sidste simulering bliver til cirka 55 elementer pr.
boblediameter. Alle simuleringer er foregået med tidsskridt på 0.1 sekunder. Se
figur 6.1.
Tilsvarende har vi for de to første simuleringer brugt en lavere tolerance, end vi
har gjort i den sidste, da vi forventer at approksimationsfejlene bliver mindre ved
højre opløsning af domænet.
På figurerne 6.2, 6.3 og 6.4 ses billeder fra hver af de tre simuleringer til tiden
0.1 sekunder. Figurerne afbilder 0-niveaukurven for φ, et skaleret kraftfelt, samt
deltafunktionens bredde. Det ses tydeligt, hvor vigtig opløsningen er for gengivel-
sen af en realistisk overfladespænding.
Ifølge Ohta et al. [2005] begynder hans simuleringer først at konvergere ved
82 elementer pr. boblediameter. Hvis man tager i betragtning, at det tog 2 timer at
producere de første 0.15 sekunder, der vises i den tredje simulering (‘Cirkel 10’),
så ser man, at kravene til beregningskraft er rimelig store for den metode, Femlab
bruger.
Arealændring - φ-test
Hvor god φ er til at håndtere overfladespænding, er blandt andet, som vi lige har
set, et spørgsmål om opløsning og dermed også regnekraft. En anden måde at teste
φ er at sammenligne de tre simuleringer for at se, om de adskiller sig, når det drejer
sig om at bevare arealet af boblen. Er det sådan, at det igen er det finere mesh, der
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Figur 6.2: Simulationen af ‘Cirkel 5’ efter 0.1 sekunder. På billedet ses niveaukur-
ven for φ = 0, et skaleret kraftfelt, samt δǫ(φ).
Figur 6.3: Simulationen af ‘Cirkel 7’ efter 0.1 sekunder. På billedet ses niveaukur-
ven for φ = 0, et skaleret kraftfelt, samt δǫ(φ).
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Figur 6.4: Simulationen af ‘Cirkel 10’ efter 0.1 sekunder. På billedet ses niveau-
kurven for φ = 0, et skaleret kraftfelt, samt δǫ(φ).
bedst overholder kravet om inkompressibilitet?
Vi lister her start og slut areal for hver af simuleringerne. Arealet beregnes ved
at trække integralet af Heavysidefunktionen fra domænets areal.
Tidsskridt Sluttid Startareal Slutareal Arealtilvækst
Cirkel 5 0.1 0.4 0.125699 0.126077 0.000378
Cirkel 7 0.1 0.4 0.125530 0.123098 -0.002432
Cirkel 10 0.05 0.15 0.125561 0.125555 -0.000006
Som forventet ser vi, at det er ‘Cirkel 10’, der giver den bedste arealbevarelse,
og med andre ord er det den simulering med finest opløsning, der bedst bevarer
arealet. Det er til gengæld bemærkelsesværdigt, at ‘Cirkel 5’ udvider sit areal stik
imod samtlige kræfter, der burde virke i simulationen.
Det er altså meget svært at opnå en lille påvirkning fra approksimationsfejl, der
altid vil være til stede ved en simulering. Det skyldes i vores tilfælde, at deltafunk-
tionen er defineret på et større område, jo grovere opløsning vi bruger, hvilket leder
til mærkelige kræfter, der peger i tilfældige retninger og ender med at slide boblen
i stykker.
Dette problem starter allerede fra begyndelsesbetingelserne og relaterer sig til
finite element opløsningen af deltafunktionen. På figur 6.5 kan man se begyndel-
sesbetingelserne for ‘Cirkel 10’, som er den gode simulation. Det kan her ses, at
deltafunktionen ikke er helt jævn langs randen af lavaboblen, hvilket allerede fra
starten giver en fejl i approksimationen.
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Figur 6.5: Deltafunktionen og overfladespændningskrafterne til tiden nul for ‘Cir-
kel 10’. Det ses, at deltafunktionen ikke er helt jævn langs randen.
6.3.2 Ustabil lavaboble
I denne simulation afprøver vi, om overfladespændingen giver den væske- og græn-
sefladebevægelse, som vi forventer. Den indre væske starter i en ustabil form,
som gerne skulle trækkes sammen af overfladespændingen til en nogenlunde stabil
form. Vi forventer dog ikke, at boblen ender som en pæn stillestående cirkelform,
da væskerne bliver sat i bevægelse og derfor hele tiden trækker overfladen med sig
rundt i nye former.
Dette har vi forsøgt at modellere på en meget simpel måde i afsnit 2.4.2, udfra
den model kunne vi vurdere, om vores overfladespænding var passende til at simu-
lere svingningerne i en lavabobel. Desværre var den model samtidig hæmmet af, at
vi var nødsaget til at lave nogle ufysiske antagelser for at løse modellen, og at det
ikke var muligt at medtage en passende modstand mod svingningerne i modellen.
Den simulation, vi laver nu, vil så være den fysisk mere korrekte storebror til
den simple model, og det bør derfor også være muligt at vurdere overfladespæn-
dingen på baggrund af oscillationerne i lavaboblen.
Vi forventer at se en lavaboble, som svinger mellem forskellige yderpositioner,
men vi forventer samtidig, at dæmpningen på disse svingninger er så høj, at man
reelt kun kan se 1-2 perioder. Derfor vurderer vi, at 3 sekunders simulation er
tilstrækkeligt til at se svingninger eller mangel på samme.
Specifikt kigger vi i disse simulationer efter antallet af svingninger inden dæmp-
ning, minimering af overfladen samt arealbevarelse. De to første fås blot ved at
kigge på animationerne, mens den sidste fås ved at tage integralet af Heavyside-
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Figur 6.6: Deformationen af den ustabile lavaboble (simulation nr. 3). Billederne
er 0.5 sekunder forskudt i tid.
funktionen til start- og sluttiderne, som beskrevet tidligere.
Simulationerne
Såvidt altså de ting, som vi godt kunne tænke os at se. Nu skal vi snakke om, hvad
simulationerne rent faktisk viser, og vi kan med det samme sige, at det ser ikke
så kønt ud. Det viser sig meget tydeligt, at vores simulationer ikke har høj nok
opløsning, hvilket generelt betyder, at en tilfældig approksimationsfejl vil sætte
boblen igang med et forkert flow. Et eksempel på flowet af boblen kan ses på figur
6.6, ellers kan det betale sig at kigge på CD’en i mappen ‘ustabil lavaboble’.
Siden der ikke er nogen andre kræfter end overfladspændingskraften, og denne
ikke er særligt stor, vil tilfældige approksimationsfejl have en meget stor betyd-
ning. Da krumningen og gradienten af φ ikke er ensartet rundt langs lavaboblens
overflade vil dette være et endnu større problem for den ustabile lavaboble end for
den stabile. Man skal huske på, at deltafunktionen afhænger af gradienten af φ.
Det, man typisk ser i disse simulationer, er, at Femlab ikke kan håndtere over-
fladespændingen i lavaboblens ‘spidse’ ender, derved skaber overfladespændingen
tilfældige kræfter, som både peger i forkerte retninger og er alt for store. Man kan
typisk se det ved, at de ‘spidse’ ender bliver ‘foldet sammen’, så grænsefladen bli-
ver meget kantet, og samtidig er der ofte ‘eksplosioner’ i trykket, som skaber et
forkert flow. Se figur 6.7.
Vi har i alt 6 simulationer af en ustabil lavaboble (alle de andre måtte kasseres,
da der var fejl i programmerne). Alle lavaboblerne er til at starte med udstrukket i
en ellipseform, men vi har valgt at benytte forskellige begyndelsesbetingelser for
akserne a og b i ellipsen. Dette kan ses i nedenstående tabel som ‘a-akse’ og ‘b-
akse’.
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Figur 6.7: Kræfterne i ‘spidsen’ af lavaboblen i simulation 2. Billedet er taget efter
0.1 sekunder, og allerede kan man se helt horrible kræfter.
Vi har desuden registreret antallet af yderpositioner, som man kan se, at la-
vaboblen antager, men vi mener ikke, at det har nogen interesse længere, da si-
mulationerne simpelthen er for grimme. Stjernen i tabellen refererer til, at i denne
animation roterer lavaboblen i stedet for at vibrere. Dette skaber flere yderpositio-
ner for boblen, men det er til gengæld en helt igennem ufysisk situation.
Nr. a-akse b-akse yderpositioner ∆Hǫ(φ)
1 0.4 0.2 3* 0.012580
2 0.2 0.4 1 -0.002482
3 0.2 0.45 1 0.016677
4 0.2 0.4 2 0.025497
5 0.2 0.3 1 0.010459
6 0.3 0.3 0 0.011539
Vi har registreret integralet af Hǫ(φ) til start- og sluttiderne og trukket dem fra
hinanden (start minus slut). Dette kan ses i tabellen som ∆Hǫ(φ). Det er tydeligt at
se, at lavaboblen taber areal i løbet af simulationen. Typisk er dette tab i størrelses-
ordenen 10−2dm2, altså 1 kvadratcentimeter hvilket bestemt ikke er acceptabelt.
Det er til gengæld værd at bemærke, at næsten alle boblerne har udvidet deres
areal, hvilket klart må være tegn på et for groft mesh. En enkelt simulering har fået
mindre areal, og det er desuden den, som har den mindste difference på start- og
slutarealet. Dette tager vi som et tegn på, at denne simulation er mere vellykket end
de andre.
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Det er ikke rigtigt muligt at estimere overfladespændingen ud fra disse simu-
lationer, da vi ikke kan genkende boblernes opførsel fra virkelige lavalamper eller
fra den simple model. Alt i alt har vi ikke meget mere at sige til disse simulationer,
udover at de helt klart er fejlslagne.
6.3.3 Lavaboble med opdrift
Denne simulation har nogenlunde samme formål som den ustabile lavaboble. Vi
vil afprøve hvordan overfladen interagerer med væsken, og om overfladespændin-
gen giver realistiske bevægelser. Samtidig har vi indlagt et tyngdefelt, som skaber
opdrift på den indre væske, sådan at boblen gerne skulle begynde at bevæge sig op.
Opdriften skyldes, at lavaen har en temperaturafhængig densitet, således at den
er lettere end den ydre væske til at begynde med, men ganske hurtigt bliver den
tungere og vil begynde at falde ned igen. Densiteten af lavaboblen er kunstigt im-
plementeret, således at den i modellen blot er en funktion af tiden, og temperaturen
af væskerne er slet ikke en del af modellen. Således skulle denne model være no-
genlunde analog til vores simple model i afsnit 2.4.1.
Opdriften giver en anden neutral bobleform end cirkelformen, da boblen bliver
påvirket af større tryk på undersiden end på oversiden. I virkelige lavalamper ser
man en lidt fladtrykt boble, som enten er næsten ellipseformet, eller som får en
karakteristisk paddehat-form, som er typisk for bobler i bevægelse.
Vi har benyttet forskellige startbetingelser til disse simulationer, således at vi
kan se, om lavaboblens opførsel påvirkes af den måde, den sættes igang på. Vi
forventer dog, at overfladespændingen og tyngdekraften kombineret sørger for, at
boblerne inden længe deformeres til en neutral form.
I denne model kigger vi efter, om densiteten af lavaen er korrekt implementeret
i forhold til den ydre væske, samtidig burde simulationerne også kunne vise, hvor-
dan forholdet mellem viskositeterne udspiller sig, idet det vil få en stor indflydelse
på flowet. Naturligvis kigger vi også her efter arealbevarelse.
Simulationerne
Vi har i alt 13 simulationer af en lavaboble med opdrift. 11 almindelige simulatio-
ner og 2 ekstra, som blot er de to første stabile bobler, ‘Cirkel 5’ og ‘Cirkel 7’, som
er blevet udsat for en tyngdekraft i forlængelse af de simulationer, som vi allerede
har præsenteret. Disse to ekstra simulationer kan ses på CD’en under ‘Cirkelop 1
& 2’, men de vil ikke blive behandlet her.
De resterende 11 simulationer kan findes på CD’en som ‘Opdrift 1 – 11’ og vil
blive præsenteret her. Gennemgående for simulationerne gælder, at ikke to af dem
er ens. Vi har så vidt muligt forsøgt at gruppere dem efter nogle af de kvaliteter, de
har, hvilket kan ses i søjlen ‘beskrivelse’ i tabellen nedenfor.
For dem alle sammen gælder, at densiteten af lavaboblen er beskrevet, som vi
har forklaret i afsnit 6.2, dette betyder, at de alle sammen når godt og vel halvanden
decimeter op (nogle lidt mere, nogle lidt mindre), før de bliver tungere end den
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Figur 6.8: Opdrift af lavaboble simulation 2. Billederne viser, hvordan boblen først
stiger til vejrs og derefter vender og falder ned igen.
omkringliggende væske og falder nedad igen. Dette sker typisk i løbet af de første
4-5 sekunder. Se figur 6.8.
Dette er lidt hurtigere og lidt kortere end i en rigtig lavalampe, men da det er
svært at ramme de rigtige parameterværdier, vurderer vi, at dette er tæt nok på.
Som sådan regner vi ikke med, at det er den kunstige temperatur-implementering
af massefylden, som gør, at det går lidt for hurtigt. I stedet skyder vi skylden på
viskositeten af den ydre væske, som vi formentlig ikke har ramt særligt godt.
Som det kan ses i tabellen, har mange af simulationerne tendens til at ramme
væggene af vores domæne. Dette skyldes at boblerne naturligvis følger flowet, når
de ikke længere har opdrift til at skabe det. Således er der en del af lavaboblerne,
som flyder op og ud til en af siderne, når de skal til at vende. Desværre er Femlab
ikke særligt godt til at administrere φ, når lavaboblen rammer væggen, hvilket
resulterer i, at mange af simulationerne bliver dårlige, når dette sker.
For at afhjælpe dette problem har vi forsøgt med forskellige former af lavabob-
ler som begyndelsesværdi samt at lade boblen starte forskudt fra midten af domæ-
net i håb om, at det kun vil skabe en enkelt hvirvel, som vil bære boblen udenom
væggene. Det ser dog ikke rigtigt ud til, at hverken begyndelsesbetingelserne for
boblens form eller position har nogen systematisk indflydelse på, hvordan flowet
bliver.
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Nr. sluttid arealudvidelse beskrivelse
1 10 0.166348 opløses
2 10 0.127960 rigtig flot
3 10 0.097366 rigtig flot
4 7.9 0.035564 rammer væggen og stopper
5 10 0.109826 rammer væggen og stopper
6 10 0.085307 rammer væggen
7 10 0.132336 rammer væggen, god
8 10 0.076936 rammer væggen, god
9 10 0.068254 rammer bunden
10 10 0.089354 god
11 10 0.080013 rammer væggen
Vi har endnu engang beregnet arealet af boblen til start- og sluttiderne af simu-
lationen, og der må man konstatere, at disse simulationer er ikke særligt gode til
at bevare deres areal. Som det ses i tabellen vinder de fleste af boblerne omkring
0.1 dm2 i løbet af de 10 sekunder, simulationerne varer. Da boblerne starter med
arealer, som ligger mellem 0.2 og 0.3 dm2, er dette alt for meget, hvilket endnu
engang peger på, at vores mesh ikke er fint nok.
Det er således mere et spørgsmål om held, når vi har fået nogle simulationer,
som er virkelig flotte. Problemet er, så vidt vi kan se, at dynamikken i konvenk-
tionsligningen trækker φ rundt med flowet, som var det varme eller et kemisk stof,
hvilket skaber en slipstrøm i φ bag lavaboblen, når den bevæger sig. Dette betyder,
at deltafunktionen, som angiver overfladekræften, virker på et relativt stort areal
bag lavaboblen.
6.3.4 Perspektiverende simuleringer
I de sidste simulationer vil vi afprøve, om modellen kan håndtere nogle af de mere
specielle fænomener, man ser i lavalampen. Selvom vores model er todimensional,
og derfor ikke simulerer overfladespændingen i tre dimensioner rigtigt, hvilket vil
være nødvendigt for de mere komplicerede fænomener, vil vi alligevel prøve at
skabe nogle kunstige tilstande, som bør afstedkomme nogle af de særlige fæno-
mener. Her tænker vi på fænomener som tentakler, der stiger op fra lavaklumpen i
bunden, split af en lavaboble i to mindre og mere komplicerede sager af den type.
Det er kendetegnende ved alle disse fænomener, at overfladespændingen spiller
en markant rolle, især i ‘klippet’ af tynde strenge af lava. Men på trods af disse
udfordringer er det alligevel besværet værd at afprøve modellen på fænomener af
denne type.
Det største spørgsmål er, om modellen kan håndtere, at niveaukurven smelter
sammen med sig selv, så man kan få opsplitningen. Derudover vil vi vide, om mo-
dellen korrekt kan fremskrive lavaklumper med skiftende massefylde. Da vi ikke
har modelleret den varmedynamik, som egentlig har ansvaret for den skiftende
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massefylde, må vi, ligesom i den stigende og faldende lavaboble, ty til mere hånd-
faste metoder for at simulere de ønskede fænomener.
Grundlæggende vil vi bruge to forskellige metoder. For det første kan vi lade
ρ afhænge af rummet. For at lave et lavaboblesplit, kan man for eksempel tegne en
boble omkring nul og lade massefylden afhænge af en heavysidefunktion af y på
samme måde som heavysidefunktionen af φ, som giver forskellig massefylde i de
to væsker (se afsnit 5.3). Vi lader ρ have en lidt mindre værdi, hvis y er positiv,
og en lidt større, hvis y er negativ. Dette er selvfølgelig voldsomt ufysisk, men kan
dog til nød bruges til at fremtvinge den ønskede opførsel. Husk på at det ikke er en
simulation, der skal give præcise billeder af verden, men istedet teste brugbarheden
af vores model.
Den anden metode er lidt mere fysisk korrekt. Vi lader ρ afhænge af φ og
kan dermed give forskellige dele af lavaboblen forskellig massefylde. Massefylden
bliver dermed ført med φ, som bliver ført rundt af hastighedsfeltet. På denne måde
får vi ikke en pludselig ændring i massefylden, hvis lavaklumpen ender et uheldigt
sted i domænet, hvilket kan ske ved brug af den anden metode.
Det uheldige ved at knytte ρ til φ er, at vi er fuldstændigt begrænsede af φ’s
form i valget af startbetingelser. Man kan for eksempel ikke konstruere en boble,
der er tung i bunden og let i toppen, uden også at lave en meget grim φ funktion.
Alt i alt kan de to metoder komplementere hinanden rimeligt godt, om end den ene
giver mere korrekte billeder af virkeligheden end den anden.
Løsrivelse
Vi har to versioner af løsrivelsen fra en klump i bunden. En med hver metode. De
er begge at finde på den vedlagte CD. I denne simulation bliver det meget tydeligt,
hvad det er, vi ikke har med i modellen.
Det første sekund ser temmelig virkelighedstro ud, men lige så snart, at over-
fladespændingen fra den fjernede krumningsretning (fra den manglende tredje di-
mension) burde tage over, begynder simulationen at blive mindre og mindre vir-
kelighedstro. Istedet for, at tentaklen bliver klippet over af overfladespændingen,
kommer der en længere og længere temmelig stabil streng. Se figur 6.9. Når den er
blevet tynd nok, kan den, ved en tilfældighed, blive klippet over, men der er ikke
noget i dynamikken, der fremskynder dette klip. Det forventede vi heller ikke, så
det er ikke så kritisk. Det heldige er at strengen rent faktisk bliver klippet tilsidst.
Hvilket kan ses i filmen af den simulation, som ligger i mappen ‘perspektiverende
simuleringer’ på CD’en.
Niveaukurven kan godt smelte sammen med sig selv. Vi har diskuteret om dette
skyldes, at det rent faktisk er en mulighed i modellen, eller om der bare er tale om
tilfældige, men hensigtsmæssige, nummeriske fejl og finite element approksima-
tioner. Dette er stadig ikke helt afgjort.
Desuden kan man se, at modellen godt kan fremskrive lavabobler med skif-
tende massefylde på en overbevisende måde. Dette er egentligt heller ikke så over-
raskende, da vi allerede har lavet mange simulationer hvor massefylden afhænger
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Figur 6.9: I stedet for at klippe strengen mellem boble og lavaklump over, vil over-
fladespændingen blot lave en lang tentakel.
af φ.
Det virker som om, man kunne få nogenlunde virkelighedstro resultater, hvis
man fik den ekstra krumningsretning med. Dermed kunne modellen nok beskrive
dette fænomen korrekt, hvis man omskrev ligningssystemmet til et rotationssym-
metrisk snit istedet, som diskuteret i afsnit 5.1.
Split af boble
Her vil vi prøve at fremtvinge et split af en lavaboble. Vi har nogenlunde samme
bagtanker, som vi havde for simulationen af tentaklen. Kan modellen på overbe-
visende måde splitte boblen op i to, med det forbehold, at der mangler et led i
overfladespændingen?
Ligesom tentaklen er der to forskellige simulationer. En med hver metode. Det
er muligt at finde film af begge simulationer i mappen ‘perspektiverende simule-
ringer’ på CD’en. Konklusionerne er nogenlunde de samme i denne simulation.
Sålænge overfladespændingen ikke har stor betydning, virker modellen rimeligt
overbevisende.
Vi kan imidlertid se en stor forskel på opførslen af splittet afhængigt af hvilken
metode, vi bruger til at modellere densiteten. Det er ganske afgjort, at den ‘fysisk
korrekte’ metode, hvor vi lader ρ afhænge af φ, producerer de pæneste resultater,
hvilket figur 6.10 også viser. Det er dog værd at overveje, om denne metode kan
have andre ulemper.
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Figur 6.10: Splittet af en lavaboble afbilledet med de to forskellige metoder til at
modellere densiteten. Til venstre er ρ(y), og til højre er ρ(φ). Billederne er plot af
densiteten.
Mødet mellem lava
De resterende fænomener i lavalampen relaterer til mødet mellem lava. Enten sam-
menstød mellem to lavabobler eller sammensmeltningen mellem en lavaboble og
den varme lavaklump i bunden af lampen.
I virkelighedens lavalamper vil to bobler, der støder sammen, ikke flyde sam-
men til én, men bevare deres egen overflade. Dette forhold er ikke simuleret i mo-
dellen. Overflader i virkeligheden har en særlig integritet, som gør, at de ikke bare
sådan går i stykker, selvom der er identisk stof ‘lige ovre på den anden side’. Hvis
dette skal med i modellen må man indføre nogle helt nye kræfter, der virker, når
to overflader kommer tæt på hinanden. Vi kan således ikke forvente at modellen
kan genskabe den situation hvor to lavaklumper ligger stille ved siden af hinanden
uden at smelte sammen.
Vi har dog simuleret en enkelt situation, hvor det ser ud som om, vi har noget
af dynamikken med. I ‘faldende boble’ ser man, hvordan en lavaklump falder ned
på et lavaunderlag. Det ser ud som om, den ydre væske kan give et skub mellem to
klumper lava, som gør, at de ikke smelter sammen. Se figur 6.11.
Vi har ikke gennemført simulationer af andre fænomener af denne type, men
går ud fra at også to lidt forskudte bobler, der mødes med modsatrettede hastighe-
der, vil afbøjes af den ydre væske og forsætte deres bevægelser. Se evt. figur 2.4
eller ’mødet mellem lava.mov’. Et interessant aspekt ved dette fænomen, er, at det
ikke kan simuleres i et todimensionalt rotationssymmetrisk domæne, idet boblerne
aldrig kan komme forbi hinanden, med mindre den ene boble bliver donutformet.
For at simulere dette fænomen er man således tvunget til enten at tage skridtet til
ægte 3D, eller nøjes med simulationen af en flad lavalampe.
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Figur 6.11: Mødet mellem en lavaboble og lavaklumpen, som ligger i bunden af
lavalampen. Det kan ses, at et tyndt lag af den ydre væske adskiller boblen og
klumpen. Dette lag vil dog hurtigt blive tyndere, hvilket giver et kort tidsrum, hvor
lavabobler ikke vil smelte sammen.
Dette konkluderer vores simulationer. Overordnet kan vi konstatere, at vi ikke
har udført simulationerne ved tilstrækkeligt fint mesh. Fænomenerne i lavalampen
kræver meget stor nøjagtighed, både med hensyn til fastsættelse af parametervær-
dier og mesh, og derfor ser det ikke ud til, at vi har været i stand til at indfange
fænomenerne på tilfredsstillende vis.
Kapitel 7
Diskussion
I simuleringsafsnittet kunne vi konstatere, at vores model ikke virker særligt godt
gearet til at håndtere flowet i en lavalampe. Det kom specielt til udtryk i simulerin-
gerne af stillestående bobler, hvor der ikke er noget overordnet flow til at ‘skygge’
for overfladespændingens virkning. Det er først i den finest opløste af de tre simule-
ringer, hvor man kan se en begyndende udglatning af de tidligere meget tilfældige
overfladespændinger.
I simulationerne af oscilerende bobler medfører den ustabile startform, at mo-
dellen virkelig bliver sat på en prøve. Det i forvejen udsmurte kraftfelt fra overfla-
despændingen bliver her endnu mere fejlagtigt.
Problematikken går også igen i simuleringen af opdriftsfænomenet. Her kunne
vi tydeligt se, at deltafunktionen, som angiver, hvor overfladespændingen virker,
bliver fuldstændig smurt ud af det turbulente flow. Dette vil vi diskutere mere ind-
gående for neden.
Vores simuleringer adskiller sig altså afgørende fra de fænomener, vi obser-
verer i virkeligheden. Vi kan ikke med sikkerhed afgøre, hvor stor denne forskel
er, men vi kan måske sige noget om, hvad den skyldes. Mens vi kunne ane en
forbedring i den tredje simulation af den stillestående boble, er vores forsøg på at
genskabe en boble, der svinger fra en yderposition, helt slået fejl. Vi har dog et par
bud på, hvad der kan være gået galt.
Vi har tidligere fået nogenlunde pæne simulationer med andre viskositeter (De
er ikke inkluderet, idet definitionen af deltafunktionen, og dermed også overfla-
despændingen, er ændret en smule siden da.). Det er muligt, at den lave viskositet
i de seneste simulationer medfører meget små lokale hvirvler, som fører φ med sig
rundt, sådan at der kommer meget store krumninger i områder, hvor deltafunktio-
nen har betydelige værdier. Disse krumninger vil give anledning til enorme kræfter,
som laver flere små hvirvler, og dermed river overfladen i stykker. Et par hurtige si-
mulationer i 11. time tyder på, at dette nok er tilfældet. Problemet er, at de værdier
for viskositet, som er brugt i de fejlslagne simulationer, er i samme størrelsesorden
som dem, vi forventer i en lavalampe. Så det er lidt for ad hoc at benytte andre
viskositeter, bare fordi modellen ikke kan regne præcist på de værdier, vi finder
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ude i virkeligheden.
7.0.5 Deltafunktionsfordelingen af overfladespændingskræfter
I beskrivelsen af overfladespændingskræfterne er vi nødt til at bruge en nummerisk
tilnærmet deltafunktion, som af natur er smurt ud i et bælte omkring grænsefladen.
Vi ønsker selvfølgelig, at dette bælte er så smalt som muligt, for at komme så tæt
på en analytisk deltafunktion som muligt. Der er dog ikke umiddelbart mulighed
for at lade deltafunktionen afhænge af afstanden til grænsefladen, hvad ellers ville
være det mest naturlige.
Vi har ikke fundet nogen operationer i Femlab, der i et punkt kan finde afstan-
den til en niveaukurve. Istedet bruger vi en lidt skidt nødløsning. For at lade delta-
funktionen ligge ortogonalt henover grænsefladen, lader vi den være en funktion
af φ. Denne skifter kontinuert fra negative til positive værdier hen over grænsefla-
den, hvor den er nul, så deltafunktionen bliver mere eller mindre symmetrisk i et
ortogonalt snit på grænsefladen. Den nummeriske deltafunktion, hvor ǫ er et mål
for bredden af deltafunktionsbæltet, er giver ved:
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(7.1)
Denne funktion integreret med hensyn til φ giver 1, som den gerne skulle for at
give det kraftbidrag, der giver det rigtige trykfald. Problemet er, at det ikke er dette
integral, der giver størrelsen af kraftbidraget i vores model, men i stedet deltafunk-
tionen integreret med hensyn til et snit af domænet ortogonalt på grænsefladen. Se
figur 7.0.5.
φ’s hældning bestemmer, hvor bredt et bælte deltafunktionen bliver smurt ud
i, uden at funktionsværdierne bliver justeret, så integralet holder sig omkring 1.
Hvis φ selv nogenlunde har hældning 1 i et ortogonalt snit på grænsefladen, bliver
problemet minimeret, men vi kan ikke være sikre på at φ opfører sig pænt og holder
konstant hældning alle steder.
Faktisk er φ’s hældning i startbetingelsen i mange af vores mere vellykkede
simulationer et sted mellem 5 og 10 på grænsefladen, hvilket selvfølgelig er en klar
kilde til fejl. Overfladespændingen bliver simpelthen en femtedel eller tiendedel af
det, den burde være med de fysiske konstanter, vi har valgt. Disse fejl er dog ikke
så kritiske, idet der i høj grad bare er tale om en skalering af overfladespændingen
alle steder, hvilket kan justeres i valget af fysiske konstanter. Det virkeligt kritiske
er, at der kommer temmelig stor forskel på hældninger senere i simulationerne, når
φ er blevet tilstrækkelig deformeret.
Man ser, at φ stiger meget kraftigt nogle steder på randen, mens den bliver
smurt mere ud andre steder. Dette giver selvfølgelig en temmelig ufysisk justering
af overfladespændingen, som er en klar kilde til reelle fejl i simuleringerne. Vores
model rammer simpelthen forbi virkeligheden, i det overfladespændingen ikke kun
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Figur 7.1: Et eksempel på et snit af en meget pæn lineær φ, som funktion af do-
mænet, x, samt deltafunktionen som funktion af φ. Det samlede kraftbidrag fra
overfladespændingen er proportional med integralet af deltafunktionen. Dette skif-
ter, når φ ændrer karakter.
afhænger af krumningen af grænsefladen, men også af hvor stejl φ er omkring ran-
den. En mulig løsning er at lade deltafunktionen afhænge af φ’s hældning, sådan
at bæltets bredde justeres. Dette virker nogenlunde, idet bæltet holder bredden i en
del ‘pæne’ situationer med varierende hældning. Det største problem er, at numeri-
ske fejl og finite element tilnærmelser bliver pustet voldsomt op af denne løsning,
hvilket giver en meget kaotisk og grim deltafunktionen i bare lidt grimmere situa-
tioner.
Vi har måtte indse, at denne løsning alt i alt giver endnu større fejl. Derfor har
vi udført vores endelige simulationer med den, egentligt forkerte, men forholdsvis
præcise, deltafunktion.
En helt anden fejl kommer af, at styrken og retningen af kraftfeltet fra overfla-
despændingen beregnes på baggrund af niveaukurven i punktet, man regner den i,
istedet for levelkurven i det punkt på grænsefladen, som den knytter sig til. Dette
kan både give forkerte retninger og størrelser af kræfter, som burde være ortogonale
på niveaukurven til φ=0, og hvis størrelse skulle bestemmes af dennes krumning.
Problemet bliver mindre, hvis deltafunktionen ligger i et meget smalt bælte om-
kring grænsefladen, men af de tidligere nævnte grunde kan vi ikke være sikre på,
at dette er tilfældet. Så ud over at kraftfeltet bliver smurt ud i et for stort område,
kan vi heller ikke være sikre på, at størrelser og retninger i feltet er korrekte.
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Figur 7.2: Her ses en voldsomt udsmurt deltafunktion. Det er tydeligt, at over-
fladespændingskræfterne virker uforholdsmæssigt kraftigt i den nederste halvdel,
mens de er nærmest fraværende i den øverste.
Figur 7.3: Her ses et udsnit af figur 7.0.5, med niveaukurver fra 0 til 0.1. Kræfterne
har forkerte størrelser og retninger, og virker forkerte steder. Grænsefladen ligger i
den inderste niveakurve.
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Det virker som om, der ikke er ret meget at gøre ved disse problemer, med mindre
man kan finde den faktiske afstand til grænsefladen, samt normalvektor og krum-
ning i det relevante punkt på grænsefladen, og bruge disse værdier til at beregne
kraftfeltet. Som sagt har vi ikke fundet nogle metoder i Femlab, som kan gøre dette,
og har heller ikke selv kunne finde på et udtryk, der kan give disse tal. Selvom man
kunne finde disse værdier, ville man alligevel have problemer, idet det tilknyttede
punkt på grænsefladen ikke altid er entydig. Den optimale løsning ville være en
mere analytisk implementering af deltafunktionen, men dette kræver nok en større
ombygning af Femlabs løsningsalgoritmer eller noget tilsvarende besværligt.
Generelt må man undgå, at de φ-værdier, hvor deltafunktion er forskellig fra
nul, bliver revet ud i en lille hvirvel. Som så mange andre problemer med simula-
tionerne, vil et meget fint mesh, med dertil hørende smal deltafunktion, nok kunne
klare dette problem. Hvis man vil bevare den nuværende implementation til at mo-
dellerede meget fintmaskede variationer, er man altså nødt til at bruge et finmasket
mesh.
En mulighed vil være en algoritme, der til hvert tidsskridt kan generere et nyt
mesh, der er meget fint lige i nærheden af grænsefladen. Det ville løse problemet
med de enorme beregningstider, og måske vil man kunne nå ned på et niveau, hvor
fejlene, der skyldes deltafunktionens egenskaber, bliver ubetydelige samtidigt med,
at regnekraften ikke bliver en begrænsende faktor. Det må dog alligevel kræves, at
φ har ensartet hældning alle steder på grænsefladen.
7.1 Konklusion
Vi må konkludere, at modellen ikke i tilfredsstillende grad kan simulere flowet i
en lavalampe. Uhensigtsmæssige deformationer af levelset-funktionen, φ, medfø-
rer, at de fundne overfladespændingskræfter har mere eller mindre tilfældig stør-
relse og retning, og tilmed virker forkerte steder. Dette problem bliver mindre, hvis
meshet forfines, men vil næppe blive ubetydeligt indenfor de regnekraftmæssige
begrænsninger. Samtidig forstørres problemet, hvis viskositeten af den simulerede
væske er lille, og der dermed kan opstå lokale hvirvler langs grænsefladen med høje
hastigheder, som giver voldsomme lokale krumninger af niveaukurver til levelset-
funktionen.
Det positive må dog være at levelset-metoden rummer kimen til at modellere
en dynamisk rand. φ er god til at flytte rundt på grænsefladen og bestemme fladens
krumning, men det er uheldigt at bruge den i den nummeriske approksimation af
deltafunktionen.
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Appendiks A
Tensorregning
Den tredje bilineære produkt af to vektorer, udover prik- og krydsproduktet, er
tensorproduktet, eller bare en tensor:
ab =

 a1a2
a3

( b1 b2 b3 ) =

 a1b1 a1b2 a1b3a2b1 a2b2 a2b3
a3b1 a3b2 a3b3

 . (A.1)
Dette er ikke andet end produktet af en søjle- og en rækkematrix; det direkte
produkt. En vektor V er defineret ved, at den ved rotation af koordinatsystemer
transformeres efter følgende opskrift
V´i =
∑
j
aijVj , (A.2)
hvor aij’erne er de sædvanlige koefficienter i rotationsmatricen. Da må en tensor
(eller et tensorprodukt), VW, af to vektorer, V, og, W, transformeres ifølge
(V´W´)ij = V´iW´j = (
∑
k
aikVk)(
∑
l
ajlVl) =
∑
kl
aikajlVkVl. (A.3)
Generelt kalder man en størrelse, T, bestående af ni elementer samlet i en
(3× 3)-matrix
T = {Tij} =

 T11 T12 T13T21 T22 T23
T31 T32 T33

 (A.4)
for en tensor af anden rang hvis den transformeres ifølge
T´ij =
∑
kl
aikajlTkl (A.5)
eller på matrix-form
T´ = A ·T ·At. (A.6)
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